Univerzita Pardubice
Fakulta elektrotechniky a informatiky

Algoritmy numerické matematiky
a zpracovani dat

Studijni opora

doc. Ing. Jan Cvejn, Ph.D.

UNIVERZITA
PARDUBICE
FAKULTA
ELEKTROTECHNIKY

A INFORMATIKY




Algoritmy numerické matematiky a zpracovani dat

Téma 1: Uvod do Jazyka C++

Studijni cil
Seznamit studenty se vybranymi rozsifenimi jazyka C++ vUcéi jazyku C, uzZiteCnymi zejména
pro zpfehlednéni a zefektivnéni zapisu kédu.

Doba nutna k nastudovani

2 hodiny

Klicova slova

Jazyk C++, objektové orientované programovani, konstruktor, destruktor, kompozice,
dédi¢nost

1 Hlavni rysy jazyka C++

Jazyk C++ vychazi z jazyka C, ktery byl navrzen pro tvorbu operacnich systému a je rovnéz
vhodny k psani kédu, ktery pracuje pfimo s hardware pocitacte. C++ tyto vlastnosti
zachovava, je vsak rovnéz vhodnym profesiondlnim ndstrojem pro tvorbu rozsahlych
program0 a knihoven, a je takto stale vyuzivan.

Pavodné byl jazyk C++ vytvoren jako rozsiteni jazyka C o konstrukce, které vychazi
z modernich trend( v programovani, které se objevily v 90. letech 20. stoleti. Tyto nové rysy
byly pivodné implementovany pomoci preprocesoru jazyka C, pozdéji se vsak ukazalo jako
nezbytné postavit C++ na samostatnych zakladech. Soucasnad podoba C++ je predepsana
normou IS0, ktera vsak neni definitivni a je dosud stale upravovana, i kdyz zmény jiz nejsou
zasadni.

Jazyk C++ byl plvodné rozsifenim jazyka C vtom smyslu, Ze kdd v C Ize prelozit i jako kod
C++. V soucasné dobé to jiz zcela neplati, ale program v jazyku C Ize do C++ snadno prevést.
Prekladace C++ jsou zpravidla schopné soucasné kompilovat i zdrojové soubory v jazyce C.
Prekladac rozlisi jazyk dle pfipony zdrojového souboru - .cpp pro programy v C++, zatimco .c
pro programy v C.

Rozsahlejsi programy jsou opét rozdéleny na vice souborl .cpp, do kterych se vkladaji
hlavickové soubory s deklaracemi datovych typl, proménnych a hlavickami funkci. Nové
hlavickové soubory rovnéz obsahuji deklarace tfid a Sablony.
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Rozsiteni C++ oproti C je vice typu, predevsim:

e neobjektova rozsireni
e objektova rozsireni

e genericita

e zpracovani vyjimek.

pfindsi i zménu celkové koncepce tvorby programu. Objektové orientované programovani
vSak v C++ neni povinné a je mozné psat program podobnym stylem jako v jazyku C.

Genericita je unikatni rys C++, ktery umoznuje vytvaret kéd pro predem nezndmé datové
typy — lze vytvéret tzv. Sablony, ze kterych je vygenerovan pfislusny kdd na misté, kde je
datovy typ specifikovan.

Zpracovani vyjimek umoznuje oSetfit nestandardni situace v programu jednodussim a
prehlednéjsim zplsobem, nez pomoci navratovych hodnot funkci.

2 Neobjektova rozsifeni C++
Jazyk C++ pfinasi radu vylepsSeni oproti C, kterd maji kéd zjednodusit a zptrehlednit. Vybrana
neobjektova rozsifeni jsou popsdna nize.

Proménné Ize definovat v bloku kdekoliv, nemusi byt jen na zacatku,
napr.

for (int i=0; i<10; i++) {..}
Pro logické operace je pridan typ bool. Logické proménné lze pfifadit hodnoty true nebo
false, ptipadé hodnotu int (kde nula odpovida false, jina hodnota true).

Struktury jsou automaticky datovym typem. V C je nutné pred jméno struktury psat klicové
slovo struct, pfipadné pouzit typedef.

struct Vect

{
float x,y;
}i

Vect v;

Klicové slovo const pro oznaceni proménnych, které jsou konstantni. Konstanty typu int Ize
vyuzit vSude, kde se v C pouzivaji celoCiselné konstanty deklarované pomoci #define

const int N=10;

float pole[N];
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Deklarace const se rovnéz pouziva v hlavickach funkci pro oznaceni parametrd, které se
v téle funkce nemohou ménit, coZ je uZitecné zejm. u argumentl predanych referenci (viz
dale).

Parametry funkci je mozné deklarovat jako tzv. referencni proménné, které pti volani
nekopiruji hodnotu, ale pointer. Pouziti referen¢nich proménnych odpovida predani
argumentl pres pointer, ale v téle funkce se s nimi pracuje stejné jako s béziné predanymi
parametry.

float normV (Vect &v) { return abs(v.x)+abs(v.y);}

/v v

V C je totéz reSeno pomoci pointeru:
float normV (Vect *v) { return abs(v->x)+abs(v->y);}

PretéZzovani funkci a operatorl. Lze vytvorit vice funkci stejného jména, které se lisi typem
nebo poctem parametr(. Prekladac pfifadi spravnou funkci dle typu parametrd ve volani,
napr.

int sum(int x1, int x2) {return x1+x2;}

float sum(float x1, float x2) {return x1+x2;}

Pretizit je mozné i vyznam vétsiny operator(, které jsou standardné definované pro zakladni
typy, i pro typy uZivatelsky definované, napft.

Vect operator+(const Vect &vl, const Vect &v2)

{
Vect v(vl.x+v2.x, vli.y+v2.y);
return v;

}
Vect vl1,v2,v3;

v3=vl+v2;

Inline funkce. Na misté volani prekladac¢ dosadi pfimo kdéd funkce misto standardniho volani
podprogramu, podobné jako u makra. To je vhodné pro kratké funkce, které maji byt
vykonany co nejrychleji. Inline funkce se mohou definovat v hlavickovych souborech.

inline float pow2 (float x) {return x*x;}
Na rozdil od C funkce nemusi vracet Zddnou hodnotu. Pak maji ndvratovy typ void.

int x=0;
void incX () { x+=1; }

Klicové slovo nullptr. Nulovy pointer ma v C++ hodnotu nullptr, na rozdil od C, kde se k témto
ucelim vyuzivala konstanta NULL definovana v <stdlib.h>.
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Jazyk C++ ma operatory new a delete pro dynamickou alokaci a dealokaci paméti. Tim se [isi
od jazyka C, kde je pro tyto Ucely nutné vyuzit knihovni funkce jako malloc() a free().

Vect *pvect=new Vect;

delete pvect;
Pro alokaci a dealokaci pole se pouziva new[]/delete][]:

float *pdata=new float[100];

delete[] pvect;

Vedle komentarl /* ... */ ve stylu C lze pouzivat jednoradkové komentare, které nasleduji za
dvojici znakt // a jsou ukonéeny koncem radku:

int c=atb; //toto je soucet

3 Objektova rozsireni C++

Na rozdil od jazyka C je C++ objektové orientovany jazyk, kde je mozZné s datovymi
strukturami sdruzit funkce, které s nimi manipuluji - tzv. metody.

Ttida je vytvorena pomoci klicového slova class nebo struct, kde class méa standardné
nastavenou ochranu pfistupu k ¢lenim zvnéjsku, zatimco u struct jsou cleny volné
pristupné. K datovym ¢lendm a metodam se pristupuje pomoci ., pfipadné ->, obdobné jako
u struktur v C. Ochranu pfistupu je ale mozné upravit pomoci klicovych slov public, resp.
private, psanymi s dvojteckou pred seznamem ¢len( v deklaraci.

Kazda trida mzZe mit definované 2 specidlni metody — konstruktor Trida() a destruktor
~Trida(), které pokud jsou definované, provedou se po vytvoreni a pred zanikem instance
(proménné dané tridy). Konstruktor mulze byt pretizeny — pro inicializaci zadanymi
parametry. Destruktor je vhodné definovat napt. jestlize tfida obsahuje dynamicky
alokovana data.

struct Vect

{
float x,y;

Vect () {x=y=0;} //konstruktor bez parametrt
Vect (float px,float py) {set(px,py);}

void set (float px,float py) {x=px;y=py;}
float getX() {return x;}

float get¥Y () {return y;}
}i

Vect v; //vytvoreni instance t¥idy
Vect v2(2,3); //vyvoléd se pretiZeny konstruktor

v2.set(1,2); //voladni metody pro instanci v2
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Vect v3(v2); //inicializace copy konstruktorem

Pro kazdou tfidu je automaticky vytvoren tzv. copy konstruktor ve tvaru
Trida (const Tridaé&) ;

ktery umozniuje inicializovat novy objekt jinou existujici instanci. Kopie objektu je vytvorena
zapisem (oba zpUsoby jsou ekvivalentni)

Trida objekt (objekt2);

Trida objekt=objekt2;

Copy konstruktor standardné provede bitovou kopii datovych clend, ale jeho chovani je
mozné predefinovat. Trida mlze obsahovat jako cleny objekty jinych tfid. Konstruktor
v tomto pripadé nejprve vola konstruktory jednotlivych ¢lenl bez parametra.

Je rovnéz moiné vlastnosti tridy rozsifit pfidanim dalSich datovych ¢lend a metod — tzv.
odvozovani (dédéni).

struct Vect3: Vect

{
float z;

Vect3() {z=0;}
}i
Konstruktor odvozené tfidy nejprve vyvold konstruktor zdkladni tridy. Destruktory jsou
volany v opacném poradi.
Metody definované v deklaraci tfidy jsou prekladacem zpracované jako inline funkce, takze

vvvvvv

v souboru .cpp. V deklaraci tfidy se pak uvede jen hlavicka metody.

Vlastni metoda ma stejnou syntax jako obycejna funkce, jen v ndzvu se pred jménem pouzije
kvalifikator ttidy v tvaru Trida::

struct Vect3: Vect

{
float z;

Vect3() {z=0;}

Vect3 (float px, float py,float pz); //jen hlavicka
}i
Vect3::Vect3 (float px,float py,float pz) //definice metody

set (px, py) ;
z=pz;

4 Standardni vstup a vystup v C++

Standardni knihovna jazyka C++ obsahuje i nové zjednoduSené prostfedky pro vstup a
vystup. Jsou definovany tzv. datové proudy pro zapis na obrazovku, do soubor(, popf. do
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fetézcll, a analogické tfidy pro c¢teni dat. Plvodni funkce jako printf()/fprintf() a
scanf()/fscantf() v <stdio.h> je samozifejmé mozné také vyuzit.

Pro zapis na obrazovku je definovan datovy proud cout tfidy ostream, kterd ma pretizeny
operator << pro standardni datové typy. Operator << je pretizeny tak, Zze je moziné zretézit
vice téchto operaci v ramci jediného prikazu.

Jsou rovnéz definovany specidlni objekty, tzv. manipulatory, které v retézci proudovych

vvvvvv

e endl-zapiSe konec radku

e setw(n)— nastavi Sirku pole pro vystup realnych cisel

e setprecision(n) - nastavi pocet platnych cifer pro vystup realnych Cisel
e dec, hex, oct — nastavi celoCiselny zaklad.

Priklad:

#include <iostream>
using namespace std;

float x=1;
int d=0x2f;

cout << ”"x=" << x << endl;
cout << ”d=" << hex << d << endl;

Pro zapis/Cteni ze souboru je mozné vytvorit datovy proud tfidy oftream, resp. ifstream, kde
se v konstruktoru zadava jméno souboru. Destruktor datového proudu soubor automaticky

zavre.

#include <fstream>

using namespace std;

ofstream fs(”data.txt”);

fs << "x=" << setprecision(5) << x << endl;
Priklady

1. Vytvorte v jazyku C++ ttidu pro vektor redlnych cisel pevné délky N, kde N je konstanta
definovana na zacatku programu. Vytvorte:
a) konstruktor bez parametru, ktery vytvori nulovy vektor

b) konstruktor s 1 parametrem - hodnotou, kterou se budou prvky vektoru
inicializovat

¢) metodu pro inicializaci ndhodnymi hodnotami v intervalu <0,1> pomoci knihovni
funkce rand() v <cstdlib>
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d) metodu pro vypis slozek vektoru do datového proudu typu ostream, ktery je
predan jako argument referenci (je mozné napft. predat cout )

e) pretizené operatory += a -= pro pfi¢teni/odecteni vektoru a *=, /= pro nasobeni a
déleni redlnym cislem.

f) pretizené operdtory + a — pro scitani a odecitani vektor( (vraci vektor jako
vysledek)

2. Upravte predchozi program tak, aby se délka vektoru zaddvala v konstruktoru a pole pro
data bylo dynamicky alokované — v konstruktoru pouzijte operator new|], v destruktoru
operator delete[]. U operator(l +=, -=, + a — oSetfete situaci, kdy oba vektory nemaji
stejnou délku — pouzijte makro assert() v <assert.h> pro pripadné zastaveni programu.

Pouzitd literatura

LOUIS, D., MEJZLIK, P. VIRIUS, M. 1999. Jazyky C a C++ podle normy ANSI / 1SO. Grada
Publishing.

PRESS, H., TEUKOLSKY, S.A., VETTERLING, W. T., FLANNERY, B. P. 2007. Numerical Recipes.
The Art of Scientific Programming. Third Edition. New York: Cambridge University Press,
2007.
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Algoritmy numerické matematiky a zpracovani dat

Téma 2: Pfesnost a narocnost numerickych vypoctu

Studijni cil
Sezndmit studenty sreprezentaci readlnych (Cisel vpaméti pocitace a zakladnimi
matematickymi nastroji pro posouzeni presnosti numerickych vypoctua a efektivity algoritm.

Doba nutna k nastudovani

2 hodiny

Klicova slova

Plovouci radova ¢arka, IEEE 754, normalizovany format, strojova presnost, relativni chyba,
chyba aproximace, chyba zaokrouhleni

1 Reprezentace realnych Cisel v pocitaci

Na rozdil od celych isel, je reprezentace realnych cisel v pocitaci pomérné komplikovana.

Normou IEEE 754 jsou definované standardni formaty, které jsou podporované uz na urovni
procesor(, a vyuZivaji tzv. plovouci radové ¢arky. Nejcastéjsimi formaty jsou float (32 bitll) a
double (64 bitd). V jazyku C, resp. C++ je navic k dispozici i format long double, ktery drive
vétsinou vyuzival 80-bitové reprezentace, ale u kompildtoru Microsoft je v soucasné dobé
identicky s double.

Realné Cislo typu float je budto ve tvaru (tzv. normalizovany format)
X =(=1)" 25" (L.F) (1)

kde S je znaménkovy bit, E je Cislo v rozsahu 1 az 254, bias=127 a F je 23-bitovy retézec

reprezentujici ¢islo mensi nez 1 (tj. (l.F) je 24-bitové Cislo zacinajici 1), nebo ve tvaru

X =(-1)"27(0.F) (2)

(tzv. nenormalizovany format), ktera se pouZije jediné pokud je Cislo v absolutni hodnoté

men3inez 27%°. Cislo (E —bias) je exponent a (1.F), pfipadné (0.F) je tzv. mantisa.
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Nula odpovidd F=0 a E=0. Navic jsou definovany i hodnoty =Inf (nekonecno)
odpovidajici F=0 a E=255, S=%1, a NaN (neplatné ¢islo), coz odpovidd F =0 a
E=255.

Dekadicky rozsah &isel typu float je zhruba |.X|<3,4.10* a | X|>1,8.10 pro X #0.

V pfipadé cisel typu double, ktera se v soucasné dobé prevazné pouzivaji, je £ vrozsahu 1
aZ 2046 v pripadé normalizovaného formatu, bias je 1023 a F ma 52 bit(. Dekadicky rozsah

je pak zhruba |.X|<1,8.10°" a |X|>2,23.10"" pro X =0.

Minimalni absolutni hodnota reprezentovanych Cisel ale neodpovida skutec¢né presnosti
matematickych vypoctll, protoZe pti operacich jako + nebo — je nutné nejprve Cislo s nizsi
hodnotou E prevést na hodnotu vyssiho Cisla, ¢imz dojde k ztraté cifer.

Maximalni chyba reprezentace ¢isla u normalizovaného formatu A odpovida poslednimu
bitu mantisy, tj. 2~ v pfipadé double, ale je ndsobena hodnotou exponentu (£ —bias). Pro

rdzné hodnoty exponentu se tedy chyba reprezentace lisSi. Vhodnéjsi je proto pracovat
s relativni chybou (v ptipadé typu double)

272 (E —bias)

£, =————>=2"%2210"°. (3)
(E —bias)

Toto Cislo se oznaCuje jako strojova presnost. V pfipadé typu float je &, = 1,2.107.

Chyba vysledkd matematickych operaci zplsobend konecnou presnosti reprezentace Cisel
v pocitaci se nazyva zaokrouhlovaci chyba. V pripadé reprezentace v plovouci radové ¢arce je
pfirozené studovat predevsim vyvoj relativni zaokrouhlovaci chyby.

2 Chyby matematickych operaci

Pfi vypoctech postupné dochazi ke kumulaci chyb. Vzhledem k povaze reprezentace redlnych
Cisel v pocitaci je pfirozenéjsi uvazovat relativni chyby. Jestlize oznactime 6,=¢,/4 a

0, =¢,/B , plati vtomto pripadé:

|43, +|B][5,]

Al +|Blls.
- |A+B|

IS @

|5A+B

7

Pro operace nasobeni a déleni je mozné ziskat vztahy

7

16,5 <[6.]+]85

5, <15,] 416, (5)

Jelikoz kazda operace nasobeni a déleni zhruba scitd relativni chyby, celkova relativni chyba
u téchto operaci roste pomalu. Podobné je to i pfipadé scitani dvou kladnych cisel. Celkova

Algoritmy num. matematiky a zpracovani dat 2 Jan Cvejn



maximalni relativni chyba vypoctu je umérnd poctu operaci. Skute¢nd chyba je obvykle
mnohem mensi.

Mnohem horsi situace ale nastava v pripadé rozdilu dvou blizkych kladnych hodnot (nebo
scitani kladného a zaporného disla s blizkou absolutni hodnotou), kdy relativni chyba
vysledku mdze byt o mnoho Faddi vy3sinez 6, a 9,.

Z tohoto dlvodu je vhodné se odecitani blizkych cisel vyhnout, je-li to mozné. V nékterych

pripadech je to mozné provést Upravou matematickych vztaha.

Problematické je rovnéz scitani a odecitani hodnot s vyrazné odliSnou hodnotou exponentu,
kde dochazi ke ztraté cifer kvili pfevedeni na stejny rad. Napf. vysledkem operace 4+ B

v pocitaci je 4, jestlize |B|/|A| <g,.

Vhodnou organizaci vypoctu je nékdy mozné se takovymto operacim vyhnout, nebo alespon
zredukovat jejich pocet. Napf. v pripadé souctu vice ¢lenl je vyhodné zacit od nejmensich
¢lenl v absolutni hodnoté a pokracovat smérem k nejvyssim.

3 Chyba aproximace

Vedle zaokrouhlovaci chyby se v souvislosti s numerickymi vypocty rovnéz hovofi o tzv.
chybé metody nebo aproximace, ktera vznikd nahrazenim presného vztahu aproximaci —
napf. nahradou derivace podilem diferenci nebo pouZitim pouze konecného poctu clent
nekonecného rozvoje. Chyba metody nezdvisi na reprezentaci realnych Ccisel v paméti
pocitace.

Pro vyjadieni chyby aproximace se v matematice vyuziva zapis O(f(N)). Jestlize chyba
néjaké metody zplsobend aproximaci je 8:0(f(h)), kde /& je parametr ovliviujici

presnost v tom smyslu, Ze pro 2 =0 je chyba nulova, pak plati

LN pro h—0 (6)

/()
kde K je néjaké Cislo.

Priklad: V pripadé aproximace funkce linearnim pfirGstkem plati
f(x+h)=f(x)+f (x)h+O(R*). (7)

To znameng, e chyba se blizi Kh* pro h — 0 a klesa tedy rychleji nez druhy (linearni) ¢len.
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4 Narocnost matematickych vypoctl

Pro posouzeni narocnosti vypoctu se obvykle uvaZzuje pocet aritmetickych operaci v zavislosti
na parametru — napf. N, ktery odpovida rozméru ulohy. U vétsiny pocitacl je soucin (nebo

Vv

Casto je ale soucin nasledovan souétem, takie soucet a pri¢teni je moiné povazovat za jednu
operaci.

Presny pocet vykonanych matematickych operaci ¢asto neni nutné znat, ale spiSe je dllezity

jeho asymptoticky odhad pro velkd N . Jestlize napf. p(N) oznacuje skutecny pocet

operaci, pak zapis p(N)= O(f(N)) znamena, ze pro N — o plati

p(N)<K f(N) (8)

pro néjaké K >0.

Pfiklad: Jestlize vypocet vyZzaduje p(n)=1,5n"+2n” —6n operaci, je ndro¢nost vypottu fadu

O(n3).

Priklady

1. Najdéte pfiblizné Cislo ¢, programem tak, Ze pocatecni hodnotu ¢, =1 ndsobite Cislem

o <1 dokud neplati 1+¢, =1.

2. U feseni kvadratické rovnice

ax*+bx+c=0 (9)
—b+~D
xlzzb—, D =b"—4ac (10)
2a

dochazi k problému s odecitanim blizkych hodnot, jestlize D >0 a jeden z kofenu je blizky 0.
Upravte vypocet tak, aby bylo mozné se problematickému odecitani vyhnout. Vyuzijte faktu,

Ze kvadraticky troj¢len je mozné rozloZit jako a(x—x,)(x—x,) aplati c/a=xx, .

3. Odvodte vztah pro relativni chybu rozdilu |5A_3| .

3. Odvodte vztah pro relativni chybu soucinu |5AB|.
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Téma 3: Podpora vypoctl v plovouci Fadové ¢arce v C/C++

Studijni cil

Seznamit studenty s podporou pro numerické vypocty v jazycich C/C++.

Doba nutna k nastudovani

2 hodiny

Klicova slova

Jazyk C++, numerické typy, zaokrouhlovani, numerické vyjimky, matematicka knihovna,
komplexni aritmetika

1 Vlastnosti numerickych typ(

Charakteristické vlastnosti numerickych typl pro dany systém jsou popsany konstantami
v hlavickovém souboru <cfloat> v C++, resp. <float.h> vjazyku C, zvlast pro typy float,
double a long double.
e FLT RADIX
- Ciselny zaklad pro reprezentaci floating-point cisel
e FLT DIG, DBL DIG, LDBL DIG
- pocet desetinnych cifer reprezentace
e FLT MIN EXP, DBL MIN EXP, LDBL MIN EXP
e FLT MAX EXP, DBL MAX EXP, LDBL MAX EXP

- minimalni, resp. maximdlni hodnota exponentu (o zdkladu 2), kterd generuje
normalizované floating-point Cislo

e FLT MIN 10 EXP, DBL MIN 10 EXP, LDBL MIN 10 EXP
e FLT MAX 10 EXP, DBL MAX 10 EXP, LDBL MAX 10 EXP

- minimalni, resp. maximalni hodnota exponentu o zdkladu 10, kterd generuje
normalizované floating-point Cislo

e FLT MIN, DBL MIN, LDBL MIN
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e FLT MAX, DBL MAX, LDBL MAX
- minimalni kladné, resp. maximalni konec¢né reprezentovatelné Cislo
e FLT EPSILON, DBL EPSILON, LDBL EPSILON
- strojova pfesnost reprezentace ¢,
e FLT ROUNDS
- pouzivany systém zaokrouhlovani, ktery lze upravit pomoci fsetround() (viz nize).

V hlavickovém souboru <cfloat>, resp. <float.h> jsou ddle funkce a makra pro fizeni prace

s numerickymi typy, zejm.
int fesetround(int rdir)

pro nastaveni zpUsobu zaokrouhlovani:

e FE DOWNWARD —smérem doll
e FE TONEAREST —smérem k nejblizSimu Cislu
e FE TOWARDZERO —smeéremkO

e FE UPWARD - smérem nahoru.

Nastaveni ovliviiuje:

e konverze Cisel na fetézce
e vysledky aritmetickych operaci mimo konstantni vyrazy
e knihovni funkce zaokrouhlovani typu rint(), nearbyint().

Nastaveni neovliviiuje:

e standardni konverze na celd ¢isla jako (int)(3.14159), které se
vzdy zaokrouhluji smérem k nule

e vysledky zaokrouhlovacich funkci trunc(), ceil(), floor() a round()

e zaokrouhlovani v konstantnich vyrazech, které je vidy smérem
k nejblizSi hodnoté.

Béhem vypoctu je mozné testovat, jestli nenastala numericka vyjimka pomoci
int fetestexcept (int excepts)

kde excepts je hodnota ziskana kombinaci ziskanou pfiznakl pomoci
e FE DIVBYZERO —déleninulou

e FE INEXACT — vysledek neni pfesny

e FE INVALID —hodnota argumentu, pro ktery funkce neni definovana
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e FE OVERFLOW - hodnota je pfilis velka, nez aby mohla byt reprezentovana
e FE UNDERFLOW - hodnota je pfilis mald, nez aby mohla byt reprezentovana

e FE ALL EXCEPT -vSechny vyjimky.
V programu je mozné vyjimku vyvolat pomoci funkce
int feraiseexcept (int excepts).

Pfiznakové slovo je mozné smazat pomoci

int feclearexcept (int excepts).

Numerické vyjimky mohou vyvolat i pferuseni programu, coZz muze byt pfi ladéni programu
uzitecné, ale zavisi to na prostredi.

Floating-point reprezentace Cisel umozZnuje zaznamenat i hodnoty, které jsou mimo rozsah
nebo jsou jinak neplatné. Program stémito hodnotami muizZe i ¢astecné pracovat. Jsou
definovany konstanty reprezentujici specialni hodnoty:

e INFINITY —dislo Inf, Ize pfidat znaménko

e NAN —cCislo NaN, Ize pfidat znaménko

e HUGE VAL — Cislo vracené v pfipadé, ze rozsah reprezentace neumoznuje vysledek
zaznamenat, u Microsoft C/C++ stejné jako INFINITY.

2 Knihovna matematickych funkci C/C++
Deklarace matematickych funkci v C++ jsou v hlavickovém souboru <cmath> , na rozdil od
knihovny C, kde jsou deklarace v <math.h>.

Obé knihovny obsahuji podobné funkce, ale funkce v C++ verzi jsou pretizené pro rGzné
numerické typy — napfr. fabs(x) vraci hodnotu float, double nebo long double dle typu
argumentu. V C je knihovna standardné jen double, ale kazda funkce mGze mit vice verzi pro
rdzné numerické typy — napfr.

e double cos(double)

e float cosf(float)

e |long double cosl(long double).

Vtab. 1-8 nasleduje prehled funkci standardni matematické knihovny, rozdéleny podle
kategorii, pro numericky typ double:

e trigonometrické a hyperbolické funkce (Tab. 1)

Algoritmy num. matematiky a zpracovani dat 3 Jan Cvejn


https://cplusplus.com/FE_OVERFLOW
https://cplusplus.com/FE_UNDERFLOW
https://cplusplus.com/FE_ALL_EXCEPT

e exponencidlni a logaritmické funkce (Tab. 2)

e mocniny a odmocniny (Tab. 3)

e minimum, maximum, apod. (Tab. 4)

e specialni matematické funkce (Tab. 5)

e zaokrouhlovaci funkce (Tab. 6)

e manipulace s floating-point reprezentaci (Tab. 7)

e klasifika¢ni funkce nebo makra (Tab. 8).

Tab. 1 - Trigonometrické a hyperbolické funkce

NAZEV FUNKCE VYZNAM
double cos(double x) COS X
double sin(double x) sin x
double tan(double x) tan x
double acos(double x) arccos x
double asin(double x) arcsin x
double atan(double x) arctan x

double atan2(double y, double x) | arctan(y/x) v rozsahu (-7 /7]

double cosh(double x) cosh x
double sinh(double x) sinh x
double tanh(double x) tanh x
double acosh(double x) arccosh x
double asinh(double x) arcsinh x
double atanh(double x) arctanh x

Tab. 2 - Exponencialni a logaritmické funkce

NAZEV FUNKCE VYZNAM
double exp(double x) e*
double log(double x) Inx
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double log10(double x)

log,, x

double exp2(double x)

2X

double expm1(double x)

" —1, pro mald x presnéjsi nez exp(x)-1

double ilogb(double x)

celociselny logaritmus o zakladu 2

double log2(double x)

log, x

double loglp(double x)

In(x+1), pfesn&jsi pro mald x neZ log(x+1)

Tab. 3 - Mocniny a odmocniny

NAZEV FUNKCE

VYZNAM

double pow(double x,double y)

=

double sqrt(double) Jx
double cbrt(double) x
double hypot(double x,double y) X4y
Tab. 4 - Minimum, maximum, apod.

NAZEV FUNKCE VYZNAM

double fdim(double x, double y)

x—y,jestlize x>y, jinak 0

double fmax(double x, double y) max {x, y}

double fmin(double x, double y) min{x,y}

double fabs(double x) |

double abs(double x) |x| jen v C++, pretizené i pro celo¢iselné typy

double fma(double x, double y,

double z)

Xy +z s minimalizaci ztraty presnosti

v mezivysledku.
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Tab. 5 - Specialni matematické funkce

NAZEV FUNKCE

VYZNAM

double erf(double)

chybova funkce erf (z)= (2/«/;) J.OZ e’ dt

double tgamma(double)

funkce T'(x)

double Igamma(double) th(x)
Tab. 6 - Zaokrouhlovaci funkce
NAZEV FUNKCE VYZNAM

double ceil(double)

zaokrouhleni nahoru

double floor(double)

zaokrouhleni dold

double trunc(double)

zaokrouhleni k nule (odstranéni desetinné casti)

double round(double)

zaokrouhleni k nejblizSimu celému cislu,

mezni pfipady (napt. 1.5) smérem od nuly

long long int llround(double)

zaokrouhleni k nejbliz§imu celému ¢islu

s konverzi na long long int

double rint(double)

zaokrouhleni, dle rezimu zaokrouhlovani
nastaveného funkci fsetround(),

generuje vyjimku FE_INEXACT

long int Irint(double)

jako rint(), s konverzi na long int

double nearbyint(double)

jako rint(), ale negeneruje vyjimku

double modf(double x, double *intp3

rozlozi Cislo na celoCiselnou ¢ast a zbytek,

obé casti maiji stejné znaménko jako x

double fmod(double n, double d)

zbytek po déleni n/d, tj. n- g*d, kde g=(int)(n/d)

double remainder(double n,

double d)

vraci zbytek po déleni n/d, tj. n- g*d, kde q je podil

n/d je zaokrouhleny k nejblizsimu celému &islu

double remquo(double n,

double d, int*q)

jako remainder(), ale navic v *q vraci podil
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Tab. 7 - Manipulace s floating-point reprezentaci

NAZEV FUNKCE

VYZNAM

double frexp(double x, int*exp)

rozlozi &islo na mantisu v rozsahu [0.5,1)

a exponent

double Idexp(double x, int exp)

sestavi Cislo z mantisy a exponentu

double copysign(double x, double y)

méni znaménko x dle znaménka y

double nextafter(double x, double x)

vrati nasledujici reprezentovatelné ¢islo od x

ve sméruy

Tab. 8 - Klasifikacni funkce nebo makra

NAZEV FUNKCE

VYZNAM

int fpclassify(double x)

vraci typ floating-point Cisla:

FP_INFINITE — &islo je +/- Inf

FP_NAN - ¢islo je +/- NaN

FP_ZERO —(islo je O

FP_SUBNORMAL — ¢. nema normalizovany format

FP_NORMAL — ¢. ma normalizovany format

bool isfinite(double x)

test, jestli je Cislo konecné

bool isnan(double x)

test, jestli je ¢islo +/-Inf

bool isnormal(double x)

test, jestli je ¢islo normalni

bool signbit(double x)

vraci znaménko

3 Prace s komplexnimi Cisly v C/C++

Datovy typ pro komplexni Cisla v jazycich C/C++ pfimo neni obsazen, ale jsou k dispozici
pfislusné knihovni funkce. V C jsou deklarované v hlavickovém souboru <complex.h> a jejich

nazvy jsou rozlisSené dle typu (napt. cabs() pro double, cabsf() pro float).

V C++ jsou k dispozici nastroje standardni knihovny pro praci s komplexnimi Cisly, které jsou

zaloZzené na genericité. Zapisem
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#include <complex>

typedef std::complex<Typ> Cplx;
se vytvori tfida s ndzvem Cplx pro specifikovany numericky typ Typ, ktery maze byt float,
double nebo long double. Tato tfida ma pretizené operatory =,+,-,* a /, ==, |=, které
umoziuji provadét stejné aritmetické operace jako se zakladnimi numerickymi typy. Jako

druhy argument operatorl lze pouZit i libovolny numericky vyraz — konvertuje se na
komplexni ¢islo s nulovou imaginarni slozkou.

Pozn.: porovnani <, > definovdno neni. Jsou ale pretizeny operatory << a >> pro ¢teni a zapis
do datovych proudd.

Navic maji komplexni &isla nékteré specidlni metody jsou pro né pretizené matematické
funkce jako exp(), pow(), sqrt(), log() a trigonometrické a hyperbolické funkce.

Metody komplexnich ¢isel jsou nasleduijici:

e real() -redlnaslozka

e imag() - imaginarni slozka

e abs() -absolutni hodnota

e arg() -fazovy posun

e norm() - vraci druhou mocninu absolutni hodnoty
e conj() -vraci ¢islo komplexné sdruzené

e polar()- vytvori komplex. ¢islo z absolutni hodnoty a fazového posunu.

Priklad:

#include <complex>
#include <iostream>

using namespace std;
typedef complex<double> Cplx;
void main ()
{
Cplx a(l,2);

a+=1;
cout << a << ” " << a.abs() << endl;

| kdyZz komplexni aritmetika je v C++ k dispozici, je vhodné upozornit na nékteré problémy,
které mohou obecné pfi praci s komplexnimi Cisly nastat.

Napf. v pfipadé podilu
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a+ib ac+bd+i(bc—ad)
c+id ct+d?

(1)

je zdlvodu zachovani vyuZitelného rozsahu hodnot realné a imaginarni slozky vhodné
provést Upravu

a+ib _a+b(d/c)+i(b—a(d/c))
c+id c+d(d/c)

pro |c| > |d| (2)

a+ib _ a(c/d)+b+i(b(c/d)—a)
c+id c(c/d)+d

pro |c| < |d| (3)

Priklady

1. VypiSte parametry floating-point reprezentace v hlavickovém souboru <cfloat> pro typy
float, double a long double, zejm.:

e pocet desetinnych cifer reprezentace

e minimalni a maximalni hodnotu exponentu o zakladu 10

e minimalni kladné a maximalni konec¢né reprezentovatelné cislo
e strojovou presnost reprezentace ¢, .

2. Vypiste dislo \/5 na 3 desetinnd mista. Pouzijte funkci fesetround() v <cfloat> pro
nastaveni zaokrouhleni nahoru, dold, k neblizsimu cislu a k 0, a porovnejte vysledky.

3. SvyuZitim komplexni aritmetiky v C++ vytvorte program, ktery vypiSe vSechna teseni

rovnice x" =1 v komplexnim oboru — jsou to hodnoty takové, ze |x| =1 a Lx=2kr/n, kde

k=0,...,.n—1.

4. Upravte vztah pro vypocet absolutni hodnoty komplexniho ¢isla

|a+ib|:\/a2 +b’ (4)

tak, aby nedoslo k zmenseni vyuzitelného rozsahu hodnot redlné a imaginarni slozky. Ovérte,
jestli tuto modifikaci vyuzivd metoda abs() u reprezentace komplexnich ¢isel v C++.
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Algoritmy numerické matematiky a zpracovani dat

Téma 4: Datové struktury

Studijni cil

Sezndmit studenty se zdkladnimi datovymi strukturami a jejich vlastnostmi.

Doba nutna k nastudovani

2 hodiny

Klicova slova

Datovy typ, datové struktury, zaznam, pole, zfetézeny seznam, zasobnik, fronta

1 Rozdéleni datovych typ( a algoritmi pro praci s nimi
Programovaci jazyky maji sadu zakladnich datovych typl a je v nich mozné vytvaret datové
struktury. Datova struktura se sklada z:

e zadkladnich datovych typl

e jinych struktur.

Datové struktury Ize rozdélit na:

e statické - jsou definovany v programovacim jazyce. V pribéhu
vypoctu se méni jen obsaZzena data, nikoliv struktura samotnd

e dynamické — méni hodnotu i strukturu, jsou implementovany
pomoci zakladnich datovych struktur.

Jiné mozZné rozdéleni datovych struktur je:

e homogenni — skladaji se pouze z dat stejného zakladniho typu

e heterogenni - skladaji se z dat rliznych typa.

Algoritmy, které s daty pracuiji, lze rozdélit na

e obecné — pracuji pouze s elementarnimi typy nebo vyuzivaji
pomocné datové struktury

e vazici se konkrétni datovou strukturu.
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Datovy typ je usporadany, jestlize mezi prvky typu je definovana binarni relace (relacni
operator) ,, <” s témito vlastnostmi:

e prolibovolné prvky X #Y plati X <Y nebo Y <X
e jestlize X <Y a Y<Z,plati X <Z (transitivnost)
e neplati X <Y asoucasné Y < X (antisymetri¢nost)

e neplati X < X (irreflexivnost).

Je-li definovan operator ,, <”, zbyvajici relaéni operatory mezi daty typu
jsou definovany doplnénim o operator ekvivalence (,,=") .
Nestrukturovany usporadany typ se nazyva skalarni typ (skalar).

Vjazyku C/C++ jsou usporadané vsechny zakladni typy — kromé ciselnych typl je v C++
usporadany napf. i typ bool, protoZze se automaticky konvertuje na hodnoty 0 nebo 1.

)

Usporadané ale mohou byt i strukturované typy, jestlize je pro né definovan operator,, <”.
Statické datové struktury jsou dvojiho typu:
e zaznamy

e pole.

2 Zaznam
Zaznam je heterogenni staticka struktura, kde kazdé sloZce prislusi pevny offset vici zakladni
adrese, ktery je uréen uz pfi kompilaci.

V jazycich C/C++ je zaznam deklarovan pomoci klicového slova struct. V C++ je vsak struct
soucasné i tfidou, kterd mlze mit své metody.

Skutecna délka zaznamu byva zarovndna na nasobek délky slova pocitace, aby bylo mozné
zaznamy efektivné ukladat do pole. Z vykonnostnich divod{ mohou byt i ¢leny struktury
zarovnany na nasobek délky slova (u kompilatort Ize zapnout/vypnout).

Variantni zaznamy maiji ¢ast, kterd ma rdznou interpretaci v zavislosti na nékterych datovych
¢lenech. Délka zaznamu z hlediska ulozeni v paméti je ale konstantni. V C/C++ je toto feSeno
pomoci uniond.

Skutec¢nou délku struktury lze v C/C++ vidy zjistit pomoci operatoru sizeof.

3 Pole

Pole je homogenni staticka linearni struktura pevné délky s ndhodnym pfistupem. V praxi se
vyuziva i dynamické pole, které mize ménit svou velikost, cozZ je ale neefektivni operace.

Algoritmy num. matematiky a zpracovani dat 2 Jan Cvejn



Typ prvku, ktery pole tvofi, se nazyva bdzovy typ. Selektor je ptikaz pro vybér prvku pole,
ktery je obvykle ve tvaru pole[i], kde i je vyraz, ktery vraci celociselné hodnoty, tzv. index.

V C/C++ pole vidy zadinaji indexem 0.
Bazovy typ muizZe byt skalarnim nebo statickym strukturovanym typem.

Mezi poli A, B stejného typu délky N, a N,, s pocatecnim indexem O, |ze nasledujicim

zpUsobem definovat usporadani:

e A< B, jestlie existuje index k<min{NA,NB} takovy, ze A[k]< B[k] a soucasné

A[i]= B[i] provSechna 0<i<k.

Z hlediska vykonnosti je vhodné, aby uloZeni pole zacinalo na adrese, kterd je délitelnd
délkou slova. U nékterych pocitacd v minulosti to bylo nezbytné, protoze slovo bylo nejmensi
adresovatelnou Casti paméti. U procesorl Intel to nutné neni, ale je to vhodné z hlediska
vykonnosti.

Jestlize prvky maji délku nedélitelnou délkou slova, kompildtor budto nastavi sizeof na délku
délitelnou (z dGvodu zvyseni vykonnosti), nebo necha presné, ale pristup je pak pomalejsi. To
Ize obvykle nastavit volbou kompilace.

Adresa prvku pole na zakladé indexu je vypocitana tzv. mapovaci funkci ve tvaru
adr(i) =base+ Y (i—D)B (1)
k=1

kde base je pocatek pole, D je dolni mez pole a B je délka bazového typu v bytech. Pro

evs

urychleni operaci je proto vyhodnéjsi implementovat pole vzdy tak, aby zacinaly od 0, jak je
tov C/C++.

4 Vicerozmérna pole
U vicerozmérnych poli je vypocet mapovaci funkce slozitéjsi, obecné

adr (i, i,,....i, ) = base + Zn:(ik -D,)B,
k=1

B =B (2)
B, =(H, ,—D,,+1)B,,
kde D, a H, jsou horni a dolni meze (n—k+1)-té dimenze pole. Konstanty v mapovacich

funkcich jsou uréeny uz v dobé prekladu, ale presto vyuzivani vicerozmérnych poli neni
vyhodné.

Muze byt proto efektivnéjsi dvou a vicerozmérna pole realizovat pomoci jednorozmérného
pole dat a tzv. pristupovych vektorll, cozZ jsou pole pointerl na pocatky stranek v poli dat.
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Zejm. sekvencni operace je pak mozné realizovat efektivnéji pfistupem k datlim pres pointer
bez vypoctu mapovaci funkce. Tato reprezentace je navic obecnéjsi, protoze umoznuje, aby
datové stranky nebo pristupové vektory nemély stejnou délku.

Na druhé strané, realizace je sloZitéjsi a pamétové narocnéjsi, zejm. u mnohorozmérnych
poli. Vtomto ptipadé by hierarchicky nejvyssi pristupovy vektor mél odpovidat indexu
s nejvétsim rozsahem.

5 Zretézené seznamy

Zfetézeny seznam je dynamickd datova struktura, kde kazdy prvek md odkaz na sousedni
prvek. Tato vazba, kterd je v C/C++ nejcastéji realizovana pomoci pointerd, umozriuje
prochazeni seznamu. Hlavnim pfinosem je efektivni vkladani/odebirani prvk( zlibovolné
pozice bez nutnosti prfesunu ostatnich ulozenych dat.

v s

Zfetézené seznamy mohou byt jednosmérné nebo obousmérné, pripadé vicecesté, které
umoznuji vice zplsobl prochazeni.

Obousmeérny zietézeny seznam umoznuje prochdzeni obéma sméry, umoznuje vlozit prvek
pred a za aktudlni prvek a vyjmout aktudlni prvek. Je tfeba uchovdvat pointer na prvni a
posledni prvek.

Pokud je to zhlediska vyuziti moziné, je vSak efektivnéjsSi pracovat s jednosmérnym
zfetézenym seznamem, ktery ale umoznuje pfimo vkladat prvky pouze za aktudlni prvek a
neumoziuje aktudlni prvek odstranit. Tento nedostatek je moziné obejit pfi sekvenénim
prochazeni seznamem — napf. pfi vyhledavani, kdy pfi prichodu se uchovava pointer na
predchozi prvek. Data je nejjednodussi pridavat o odebirat ze za¢atku seznamu, na ktery je
uchovavan pointer.

V C++ je nejprirozenéjsi realizace pomoci tfidy, kterd dle typu seznamu obsahuje ukazatel na
prvni prvek nebo prvni a posledni prvek, a pocet ¢lend. Kazdy prvek seznamu je strukturou,
ktera kromé vlastnich dat obsahuje i pfislusné pointery na sousedni prvky. Mozna realizace
jednosmérného zretézeného seznamu ¢isel double v C++ je nasledujici:

struct Data //datovy typ
{

Data *pNext; //odkaz na néasledujici prvek v seznamu
double x;

Data (int px) { x=px; pNext=nullptr; }
}i
struct DatalList //tf¥ida seznamu
{

Data *pHead;

DataList () { pHead=nullptr; }
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~DataList () { while (pHead) popHead();}

void pushHead (Data *pData) //ptridadni na zacCatek seznamu
{

pData->pNext=pHead;

pHead=pData;
}

Data *popHead () //vyjmuti prvniho prvku
{

Data *p=pHead;

if (p) pHead=p->pNext;

return p;

}i

Ttida DatalList ma kromé konstruktoru a destruktoru 2 metody: pushHead() pro pridani prvku
na zacCatek seznamu, a popHead() pro vyjmuti prvniho prvku ze seznamu. Dulezitym rysem
této implementace je, Ze tfida Datalist neprovadi Zadnou spravu paméti pro datové ¢leny. O
tu se musi postarat program, ktery tfidu Datalist vyuZivd. Pokud se do seznamu vloZi pointer
na lokalni proménnou, kterd v pribéhu provadéni programu zanikne, seznam se poskodi.
Ztetézené seznamy ale vétSinou vyuzZivaji dynamicky alokovanou pamét. V tomto ptipadé,
jestlize pointery na prvky seznamu nejsou jinde v programu uloZeny, je tfeba destruktor
upravit tak, aby proved| dealokaci paméti u zbyvajicich prvka:

~Datalist ()

{
while (Data *p=popHead()) delete p;

}
Priklad vyuziti seznamu je nize.
DataList list;

Data *pl=new Data(l);
list.pushHead (pl);

Data *p2=new Data(2);
list.pushHead (p2);

for (Data *p=list.pHead;p;p=p->next) //prachod seznamem
cout << p->x << endl;

Dynamicky alokovana pamét viak nemusi byt v nékterych systémech k dispozici. UloZi$té pro
data seznamu pak muzZe byt realizovano pomoci pole, kde prazdna mista je mozné evidovat
rovnéz zietézenym seznamem.

6 Zasobnik a fronta

Zasobnik je struktura, kterd umoznuje pridani na konec a odebrani prvku z konce (operace
typu LIFO— Last In First Out). Zasobnik je obvykle implementovdn pomoci dostatecné velkého
pole a pointeru za posledni obsazeny prvek.
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Fronta umoznuje operaci FIFO (First In First Out) — data se na jeden konec pfidavaji,
z druhého konce se odebiraji.

Fronta mlzZe byt snadno realizovana pomoci jednosmérného zietézeného seznamu, ale je
tfeba navic uchovavat pointer na posledni prvek, za ktery se pfidavaji nova data. Data se
vzdy odebiraji z po¢atku seznamu.

Priklady

1. Vytvorte tfidu, kterd ma 2 datové ¢leny: int n a double x. Predefinujte operatory < a == pro
porovnani objektl této tridy (oba vraci bool). M4 platit a<b v pfipadé, kdy budto a.n< b.n,
nebo a.n==b.n a a.x<b.x.

2. Do deklarace tridy zietézeného seznamu v kap. 5 pridejte datovy c¢len uchovavaijici pocet
prvkl a metodu pro pridani prvku za aktudlni pozici reprezentovanou pointerem.

3. Rozsifte realizaci zfetézeného seznamu v kap. 5 tak, aby umoZnovala obousmérny
prichod a odebrani prvku na aktudlni pozici (vytvorte obousmérny seznam).

4. Vlytvorte frontu bez dynamické alokace paméti uvnitf pole pevné délky.

Pouzita literatura
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Algoritmy numerické matematiky a zpracovani dat

Téma 5: Vyhledavani dat

Studijni cil
Sezndmit studenty s algoritmy vyhledavani dat a zaklady problematiky organizace dat
z hlediska efektivity vyhledavani.

Doba nutna k nastudovani

2 hodiny

Klicova slova

Vyhledavani dat, sekvencni vyhledavani, binarni vyhledavani, vyhledavaci stromy

1 Sekvencni vyhledavani

K zakladnim algoritmim prace s daty patii vyhledavani. Zpravidla zdznamy obsahuji datovy
¢len, podle kterého se vyhledava — tzv. klic. Zdznamy se stejnou hodnotou klice se z hlediska
vyhledavani povazuji za rovnocenné. Tim je mezi daty definovana relace ,,=" (ekvivalence).

Pro zadanou hodnotu X mame v datech najit prvni prvek, libovolny prvek, pripadné vsechny
prvky s touto hodnotou klice.

Nejjednodussi postup, ktery nepfedpokladd Zadnou specidlni organizaci dat, je sekvenéni
vyhledavani. Nékteré datové struktury jiny zplsob vyhledavani ani neumoznuji — napf.
zfetézené seznamy.

Datové struktury, které umoznuji pouze sekvencni vyhledavani, jsou vSak obvykle flexibilni
z hlediska pridavani a odebirani prvkl( — napt. v pfipadé pole se novy prvek muize pridat na
prvni uvolnéné misto.

Pfi sekvenénim vyhledavani se prochazi vSemi datovymi prvky od zacatku do konce, ptipadné
se hledani ukondi, jestlize je prvek nalezen. Pokud prvek zadané hodnoty kli¢e v poli neni, je
nutné projit vSechna data.

U zdkladni realizace sekvencniho prohledavani pole je vkazdém cyklu nutné testovat 2
podminky — jestli je na dané pozici prvek s hodnotu X a jestli neni dosazeno konce pole.
Ukazuje se, Ze druhou podminku je mozZné odstranit tzv. technikou zarazky, ¢imz se
prohledavani urychli. Stac¢i za konec pole vlozZit prvek s hodnotou X. Hledani se pak vzdy
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ukondi nalezenim prvku s hodnotou X , takZe prekroceni hranice pole v cyklu neni tfeba
testovat. JestliZze nalezeny prvek je na pozici zarazky, znamena to, ze prvek X v poli neni.

V pfipadé, Ze data jsou sefazend, je mozné rozpoznat pred dosazenim konce pole, Ze data
v poli nejsou. Hledani je pak mozné ukoncit dfive — v priméru je pak hledani rychlejsi o 50%.

V pfipadé, Ze je znamo, Ze nékteré hodnoty jsou hledany castéji nez jiné, je mozné sekvencni
hledani zefektivnit tim, Ze se ¢asto hledand data umisti na zacatek struktury, takze jejich
vyhledani vyZaduje mensi pocet krokd.

2 Binarni vyhledavani

Jestlize je datovy typ usporadany, vyhledavani mlze byt mnohem efektivnéjsi. Binarni
vyhledavani je jednoduché a velmi efektivni, ale vyzaduje pfistup k datim struktury pomoci
indexu, a data musi byt sefazen3, tzn. plati

A[0]< A[1]<...<A[N-1] (1)

kde N je pocet prvkl pole.

Algoritmus binarniho vyhledavani je typicky rekurzivni, ale je mozné ho snadno realizovat
bez rekurze. Jestlize se prvek X ma vyhledat v rozsahu index( i,,...,i,, kde i, > i, vypocita se

nejprve i =[[(i1+i2)/2]], kde [H] oznacuje zokrouhleni smérem knule (v C/C++ béina
konverze na int). Pokud X <A[i ], pokratuje se analogicky vintervalu [i.i ], jinak
vintervalu [i,,i,]. Jestlize i, =i,, hledani kon&i — jestlize A[i,]= X, je nalezen prvni prvek
v poli danou hodnotou, jinak prvek X v poli neni. Po¢ate¢ni nastaveni parametrd je i, =0,
i, =N-1. Vpfipadé, Ze pole je sefazené sestupné, jen se v porovnani zaméni relacni

operatory < a 2.

Vzhledem k tomu, Ze v kazdém kroku se interval hledani pali, algoritmus provede
[log, N +1] ~ log, N (2)

krokl v nejhorsim pripadé. Pro vysokd N je urychleni oproti sekvenénimu vyhledavani

dramatické - napf. pro N =10° stadi pouze cca 20 porovnani.

V nékterych pripadech je znamo, Ze hledany prvek se nachdzi v malém okoli aktudlniho
prvku. Neni pak nutné binarné prohleddvat celé pole, ale staci jen omezit podinterval, ve

kterém se data nachazi. Jestlize je napf. X > A[io], je mozné zkouset j=1,2,4,..., dokud

neplati i, + j > N nebo X < A[i,+ j]. Pak se provede binarni hledani v intervalu
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[i0+§,min{i0+j,N—l}} . (3)

Serazené pole je vSak obtizné udrZovat pfi odebirani prvkd a pfidavani novych zaznamdu.
Nejlepsi je vtomto pfipadé nové prvky pridavat nesefazené na konec pole, kde se hledani
provadi sekvencné. Pfi odebirani prvkl je nutné v setridéné Casti pole ponechat prazdna
mista. Po uréitém poctu prfidanych/odebranych zaznami je nutné prazdna mista zaplnit
prvky z konce pole a pole znovu seradit.

3 Vyhledavaci stromy

Vyhledavaci stromy jsou dynamické struktury, které umoznuji rychlé vyhledavani a soucasné
i efektivni vkladani/odebirani prvkd. Zakladnim typem je binarni vyhledavaci strom, kde

kazdy prvek (vrchol) ¥ md 2 odkazy na nasledujici vrcholy L(V') a R(V'), pfitem? plati:
L(V)<V aV<R(V). (4)

Odkazy L(¥) a R(¥) mohou byt prazdné. Vrchol stromu V,, ktery nemd Zzidného

predchldce, se nazyva koren. Vrcholy, které nemaji nasledniky, se nazyvaji listy. Nejdelsi
cesta od korene k listu se nazyva vyska stromu /.

Algoritmus vyhledani vrcholu s hodnotou X je nasleduijici:

1. Nastav V </ .

2. Jestlize X =V, ukonéiavrat .
3. Jestlize X <V :

Jestlize L(V) neni prazdny, V < L(V) a pokratuj od bodu 2. Jinak ukon&i —

vrchol nenalezen.

Jestlize X >V
Jestlize R(V') neni prazdny, V < R(V') a pokratuj od bodu 2. Jinak ukon&i —

vrchol nenalezen.

Jestlize vrchol s hodnotou X vstromu neni, je na posledni pozici L(V) nebo R(V)

nalezenou algoritmem vySe mozné novy vrchol X ptimo vloZit. Jestlize vrchol V' s hodnotou
X uz vstromu je a mda 2 nasledniky, je moZzné novy vrchol pridat do jeho pravé vétve a

zafadit pavodni vrchol L(V), resp. P(V) za négj, takie vrcholy se stejnou hodnotou

zGstanou pohromadé. Tim ale dochazi k degeneraci stromu. Vhodnéjsi je proto i duplicitni
hodnoty vkladat vZzdy na volné pozice (do listu).

Vyjmuti vrcholu, ktery md max. 1 naslednika, je zfejmé. V pfipadé, Ze ma vrchol 2 nasledniky,
je na uvolnéné misto nutné vlozit prvek s maximalni hodnotou z levého podstromu nebo
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minimalni hodnotou z pravého podstromu. Pro nalezeni maximalniho, resp. minimalniho
prvku staci stromem projit vidy vétvi vpravo, resp. vlevo, az k listu — mize mit nejvyse 1
naslednika.

Jestlize ma kazdy vnitini vrchol stromu pravé 2 nasledniky, ma strom celkem
N=1+2+4+..+2"=2""—1 (5)
vrchol(ll, coZ znamena, Ze vyska stromu je v tomto pfipadé

h=log,(N+1)-1~log, N . (6)

Vyhledani pak vyZaduje pouze log, N krokd. Na druhé strané, neni vylouc¢eny ani pfipad,

kdy u kazdého vrcholu je obsazena vzdy jen jedna vétev, takZe strom je zdegenerovany do
seznamu. Vyhledani pak vyZzaduje az N krokd.

Pro efektivni vyhledavani je tedy tfeba, aby strom byl vyvazeny, coz je splnéno, jestlize vyska
podstromu u kazdého vnitfniho vrcholu se lisSi maximalné o 1.

Pfi ndhodném pridavani a odebirani prvkl se strom obvykle pfilis nelisi od vyvazeného
stromu. Pro zajisténi efektivity v nejhorSim pripadé je ale nutné rozsifit algoritmy vkladani a
odebirani prvkl o prvky vyvazovani. V pfipadé tzv. AVL strom( je takto zarucena vyska mensi
nez cca 1.44log, N .

Vypis vrcholl podle velikosti, coZ odpovida sefazeni prvkd, je mozné realizovat jednoduchym
rekurzivnim algoritmem, kdy se nejprve provede stejna operace v levém podstromu daného
vrcholu. Zde je dllezZité, aby strom nebyl zdegenerovany, protoze pfi velkém mnoZstvi dat by
mohlo dojit k preteceni zasobniku.

Priklady

1. Vytvorte strukturu (tfidu) uchovavajici zaznamy ve tvaru (n,x), kde n je typu int a x je

typu double, v poli dostatecné velké délky N. Vytvorte metodu pro ptidani zdznamu na
prvni neobsazenou pozici a sekvencni vyhledani a vypsani vSech zdaznami s danou
hodnotou n. Strukturu vyplnte nahodné generovanymi zaznamy, kde n ma omezeny

rozsah, napt. 1-100 a x je v intervalu [0,1] . Vyuzijte knihovni funkce rand() v <cstdlib>.

2. Upravte strukturu v prikladu vyse tak, aby byla data uchovavana v poradi dle velikosti n a
vyuzijte binarni vyhledavani pro:

a) vyhledani prvniho prvku s hodnotou n

b) vyhledani vsech zaznam( s hodnotou n.
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3. Pro uloZeni zaznamu (n,x) v prikladech vysSe pouzijte bindrni vyhleddvaci strom, kde
data jsou porovnavana na zakladé hodnoty n. Vytvorte metody pro:
a) vyhleddani nékterého vrcholu s danou hodnotou n
b) vypis vSech zaznami s danou hodnotou n

c) vypis vSech vrcholl vzestupné dle velikosti n.
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Algoritmy numerické matematiky a zpracovani dat

Téma 6: Algoritmy razeni poli

Studijni cil

Sezndmit studenty se zakladnimi algoritmy fazeni poli.

Doba nutna k nastudovani

2 hodiny

Klicova slova

Razeni poli, stabilita Fazeni, adaptivni Fazeni, Bubblesort, Shellsort, Quicksort

1 Rozdéleni algoritm( razeni

Algoritmy fazeni se rozliSuji na vnitfni a vnéjsi, kde vnitrni fazeni se tyka poli a vnéjsi soubort
na externim ulozisti. Sohledem na zaméreni predmétu zde budou diskutovany pouze
algoritmy vnitfniho fazeni.

Pro sefazené pole plati
A[O]SA[I]S...SA[N—I] (1)

kde N je pocet prvk( pole. Sestupné fazeni je moiné ziskat stejnym algoritmem, jen se
pouzité relacni operatory ,<“a, < zaméniza,>"“a ,>".

Algoritmus razeni se oznacuje jako pfirozeny, jestlize je rychlejsi pro ¢astec¢né usporadanou
posloupnost.

Algoritmus fazeni je adaptivni, jestlize posloupnost krokd, které vykona, se lisi v zavislosti na
vstupnich datech. Efektivnéjsi verze algoritma razeni jsou obvykle adaptivni, ale neadaptivni
algoritmy jsou zajimavé z hlediska mozné hardwarové implementace (ttidici sité).

Algoritmus razeni je stabilni, jestlize u zaznam se stejnou hodnotou zachovava jejich poradi.

U rychlosti fazeni se posuzuje:

e pocet porovnani C(N)
e pocet piesunti M (N).
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Pro posouzeni efektivity se rozliSuje predevsim:

e nejhorsi pripad
e stiedni pripad.

Operace porovnani a presunu dat se mohou vyrazné liSit z hlediska naro¢nosti — u rozsahlych
zaznamu, kde se porovnava podle jednoduchého klice, mize byt prfesun pomalejsi.
V takovych pFl’padech je vy'/hodné k datfxm pFistupovat pres pFl'stupovV vektor (poIe pointerﬁ

Vv

v prlpade pole dynamicky alokovanych retézca.

2 Bublinkové tfazeni (Bubblesort)

Porovnava se vidy aktudlni a predchozi prvek pole a jestlize nejsou ve sprdvném poradi,
prohodi se. Po prvnim prlichodu se na konci pole objevi prvek s maximalni hodnotou. Postup
se opakuje vrozsahu 1,...,j,kde j=N-2,N—1,...1.

Pocet porovnani je v kazdém pripadé

_NWV-D

C(N)=(N~1)+(N=2)+...+1 (2)

Pro pocet presunl plati (1 vyména jsou 3 presuny)

JNOV-D)

M(N)< 5

(3)

Stredni pocet presunl je

SN

M(N)=1 (4)

Index j je moZné nastavit tak, aby pfedchazel pozici prvni vymény v predchozim kroku.
Jestlize Zadna vyména neprobéhla, je mozné zpracovani ukoncit.
Nejjednodussi a nejméné efektivni algoritmus, O(Nz) porovnani i presund, je prirozeny a

stabilni.
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3 Razeni vyb&rem maxima/minima

Prichodem polem se najde prvek s maximalni hodnotou v rozsahu 0,..., N —1. Ten se pak

vyméni s poslednim prvkem pole. Postup se opakuje vrozsahu horniho indexu
N-2,N-3,...,2. Obdobné je mozné vybirat minima a ukladat je na pozice 0,1,...,. N -2.

V tomto pfipadé je opét

N(N -1
C(N):(—)_ (5)
2
Pocet presunl dat neni vétsi nez 3(N—l), ale pfi prichodu polem se rovnéZ prepisuje

uchovavany index maximalniho prvku. Maximalni pocet téchto presunt je

N(N-1)

(N-1)+(N-2)+..+1= (6)

takze plati také M = O(Nz). Ve stfednim pripadé je ale M podstatné mensi, protoze index
maximalniho prvku se prepisuje jen nékdy. Primérny pocet presunl je N(lnN—k), kde k je
konstanta.

Algoritmus je stabilni, z hlediska po¢tu porovnani se ale nechova ptirozené — pro nalezeni
minima/maxima je vzdy nutné porovnat vSechny prvky v rozsahu. Je vhodny v pfipadech, kdy
presun dat je operaci ¢asové naro¢néjsi nez porovnani.

4 Razeni pfimym vkladanim a Shellsort

Prvek na pozici i =1,2,..., N —1 se zarazuje do sefazeného Useku v rozsahu 0,...,i —1.
Zarazeni prvku vyZaduje nejvySe i porovnani, takZe plati

N(N-1) N*-N

5 5 (7)

C(N)<1+2+.+(N-1)=

Pro pocty presunt plati

N(N -1 N>+3N -4

M(N)<3+4+..+(N-1+2= +2(N-1)= (8)

Jelikoz je usek [O,i—l] sefazeny, pozice vklddaného prvku je vétSinou nalezena po mensim

poctu krokd. Stredni pocet porovnani je
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(9)

Je rovnéz mozné vyuzit bindrni vyhledavani. Celkovy pocet porovnani je pak zhruba
N(log, N +k), kde k je konstanta.

Algoritmus je pfirozeny a stabilni, je vhodny zejména v situacich, kdy je potifeba zattidit maly
pocet prvkl do sefazeného pole.

Vyznamnym vylepSenim metody pfimého vkladani je Shellsort, ktery se snazi pole nejprve
¢astecné seradit provedenim vymén dat na velké vzdalenosti. PFimym vkladanim se radi
podposloupnosti dat s krokem 7, ktery se postupné zmensuje, az v posledni fazi, kdy 42=1,
je pole uz je ale z velké Casti sefazené, takze prvky se presouvaji jen o maly pocet pozic a je
tfeba maly pocet porovnani.

5 Quicksort

Quicksort je rekurzivni algoritmus fazeni vyuzivajici faktu, Ze nejefektivnéjsi jsou vymény na
velké vzdalenosti.

Princip algoritmu je nasledujici — sefazeni v Useku [a,b] pole:

Vybere se libovolny index k €[a,b] auloZise X = A[k] (tzv. pivot).

2. Pole se rozdéli na 2 ¢asti tak, Ze:

e (ast | obsahuje jen prvky < X

e (astlljen prvky > X .

3. Procastilall se rekurzivné postupuje stejnym zplsobem, jestlize
obsahuji vice nez 1 prvek.

Krok 2 se realizuje tak, Ze se indexy i, a i, se nastavi na a a b a i, se zvySuje, dokud plati
Ali]< X . Pak se snizuje i,, dokud plati A[i,]<X a i,>0.Prvky A4[i] a A[i,] se nasledné
prohodi a postup se opakuje, dokud plati i, >7,. Rekurzivné se pak pokracuje v intervalech
[a,i,] a [i,b].

V pripadé, Ze jako pivot zvolime vidy median daného Useku pole (tzn. Ze polovina prvki je
vétsich nez X'), plati

C(N)=Nlog, N (10)

protozZe celkovy pocet porovnani ve vSech Usecich pole pro stejnou Uroven rekurze je N, a
celkova hloubka rekurze je log, N .
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Pro pocet presun( ve stfednim pripadé plati

M(N):glogzN. (11)

Tyto vykonnostni ukazatele jsou nejlepsi mezi zndmymi algoritmy zaloZzenymi na porovnani
prvkl. Hledat median v kazdém kroku by ale bylo neefektivni. SpiSe se proto voli napft.
prostiredni prvek useku nebo median jen ze tfi zvolenych prvkd.

V nejhorsim pripadé je sice pocet operaci O(Nz), ale tato situace nastane jen tehdy, kdyz

zvolime jako pivot vidy nejmensi nebo nejvétsi prvek z dané oblasti. Jestlize pivot volime
nahodné, je pravdépodobnost, Ze pravé tento pfipad nastane, zanedbatelné mala.

Neni ale vhodné volit jako pivot vZdy prvni nebo posledni prvek, protoze v praxi je pomérné
béiné, Ze pole je témér setfidéné. V podobnych pripadech by rovnéZz mohlo dojit k nardstani
zasobniku na hodnoty umérné N . Tomu je ale zabrdanéno rekurzivnim volanim nejprve v
kratsim useku pole.

Quicksort je nestabilni a nepfirozeny algoritmus. Pro sefazend pole je dokonce méné
efektivni. Je vhodny predevsim pro rozsahla pole.

Algoritmus je k dispozici v standardni knihovné jazyka C/C++ jako univerzdini procedura,
v hlavickovém souboru <stdlib.h>/<cstdlib>:

void gsort(void *base,size_t number,size_t width,

int (*compare)(const void *elem1, const void *elem2);
kde vyznam parametrd je nasledujici:

e base — pointer na prvni prvek pole (je nutné ho konvertovat na void *)
e number - pocet prvkil pole
e width - velikost prvku pole v bytech

e compare — pointer na uzivatelem vytvorenou funkci, ktera vrati vysledek porovnani
dvou prvku pole, predanych pointery elem1 a elem2.

Dodana funkce compare musi vracet hodnotu:

e <0 jestlize *elem1 je mensi nez *elem2
e =0 jestlize *elem1 je ekvivalentni *elem2

e >0 jestlize *elem1 je vétsSi nez *elem2.

Pointery elem1 a elem2 je ve funkci compare nutné konvertovat na pfislusny datovy typ.
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Priklady

1. Vytvorte pole zaznamu ve tvaru (n,x) délky N, kde n je typu int v rozsahu napt. 1-1000,

X je typu double vintervalu [0,1], a N~=10"-10°. Strukturu vyplite nahodné

generovanymi zaznamy s pomoci knihovni funkce rand() v <cstdlib>. Serfadte pole dle
hodnoty n a pro stejna n dle hodnoty x:

a) algoritmem vybéru maxima

b) bublinkovym tfidénim

c) vkladanim.
Serazené pole vypiste do souboru.

2. Seradte pole z prikladu 1 algoritmem Quicksort:
a) vyuzijte knihovni implementaci algoritmu Quicksort v C/C++

b) napiste vlastni funkci pro sefazeni pole algoritmem Quicksort s vyuzitim rekurze.

Pouzita literatura

PRESS, H., TEUKOLSKY, S.A., VETTERLING, W. T., FLANNERY, B. P. 2007. Numerical Recipes.
The Art of Scientific Programming. Third Edition. New York: Cambridge University Press,
2007.

SEDGEWICK, R. 2003. Algoritmy v C. Cdsti 1-4. Praha: SoftPress.

WIRTH, N. 1987. Algoritmy a struktury udajov. Bratislava: Alfa.

Rejstrik
algoritmy razeni Quicksort, 4
adaptivni, 1 fazeni
pfirozené, 1 bublinkové, 2
stabilni, 1 pfimym vkladanim, 3
vnéjsi, 1 vybérem maxima/minima, 3
vnitrni, 1 Shellsort, 4
pocet porovnani, 1 tridici sité, 1

pocet presunt, 1

Algoritmy num. matematiky a zpracovani dat 6 Jan Cvejn



Algoritmy numerické matematiky a zpracovani dat

Téma 7: Maticové operace

Studijni cil

Sezndmit studenty se zdkladnimi algoritmy prace s maticemi a jejich realizaci v C++.

Doba nutna k nastudovani

2 hodiny

Klicova slova

Matice, reprezentace matic, Gaussova eliminaéni metoda, inverzni matice, determinant

1 Operace s maticemi

Matice rozméru (m,n) je dvourozmérné pole Cisel ve tvaru

a, .. a,
A=(ay)=| .. . .. (1)

ml mn

kde m >0 je pocet radkli a n >0 pocet sloupcli. Matice, kde jeden z rozmér( je roven 1, se
nazyvaji vektory.

Pro matice stejnych rozmérd je definovan soucet/rozdil po prvcich:

C=A+B @cijzaijibﬁ. (2)

Ctvercovd matice md stejny pocet radkd i sloupcll, tj. m=n. Ostatni matice jsou
obdélnikové.

Jednotkova Ctvercova matice fadu n je matice I, takova, Ze
0 proi#j
), @)

l proi=j

tedy
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0

0 0 0 1
Sloupce a radky jednotkové matice jsou jednotkové vektory ortogonalniho souradného
systému v prostoru dimenze #.
Pro kazdou matici je definovano nasobeni konstantou — ndsobi se vSechny prvky.

Déle, pro matice A o rozmérech (m,,n,) a B o rozmérech (my,n,), kde plati n, =m,, tj.

Ze A ma stejny pocet sloupcl jako matice B radkd, tedy, je definovan soucin C=AB
zapisem

;= z aay, i=1.,m, j=1..n,. (5)

k=1

Rozméry vysledné matice jsou (mA,nB). Soucin matic neni komutativni — obecné neplati
AB=BA.

Pro matice stejnych rozmér( je definovan i soucin po slozkdach C=AOB.

Jestlize A ma rozméry (m,n), ma matice transponovana A’ =(di/) rozméry (n,m) a plati
pronida,=a;,i=1,..m, j=1..,n.

U

2 Prace s maticemi v C/C++

V C++ mUze byt matice reprezentovana vice zpUsoby, zejména:

1) Dvourozmérnym statickym polem, napfr.

const int MAX=10;
typedef double[MAX] [MAX] Matice;

Matice A;
Selektor pro pfistup k prvku na pozici (i, ) je ALil[j].

Matice md ale obvykle mensi rozméry nez MAX — tento parametr spiSe nastavuje maximalni
mozné rozméry pro tfidu matic, se kterymi se v programu pracuje. Tato reprezentace je
jednoduch3, ale velmi plytva s paméti.

2) Vektorem ukazatelll na dynamicky alokovana pole radku:

const int MAX=100;
typedef double *[MAX] Matice;
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void createM (Matice M, int m,int n)

{
for (int i=0;i<MAX;i++)
M[i]= i<m ? new double[n] : nullptr;
}
Matice A;
createM(A,m,n);

Pfistup k prvku na pozici (i,j) je opét zapisem A[i][j]. Tato reprezentace je pamétové

vyrazné méné naro¢na a umoznuje rychlejsi pfistup k polozkdm. Vyhodou je také moznost
vyménovat radky, coZ je operace, kterd se provadi napf. pfi feSeni soustav rovnic, pouhou
vymeénou pointer(. Je ale tfeba se postarat o uvolnéni alokované paméti:

void destroyM (Matice M)

{

for (int 1=0;i<MAX;i++) delete[] M[1];
}

Ve funkci destroyM() neni nutné zadavat rozméry matice jako parametry, protoze nevyuzité
polozky ve vektoru pointerd na radky jsou v createM() nastaveny na nullptr. Pro tyto polozky
operator delete[] nic neprovede.

3) Jednorozmérnym dynamicky alokovanym polem polem a vlastni mapovaci funkci. V C++ je
vyhodné je vyuzit reprezentace tfidou s dynamicky alokovanou paméti. Pro pristup k datlim

je vyhodné pretizit operator () tak, aby vracel referenci na prvek na pozici (z',j).

3 Matice v systémech linearnich rovnic
Soustavu linearnich rovnic

a,x, +a,x, +..+a, x, =b

(6)

a,x, +a,x, +..+a, x =b,
je moiné prepsat do tvaru

Ax=b. (7)
kde A je ¢tvercova matice (n,n) a x,b jsou sloupcové vektory.

Matice A :(A,b) se nazyva rozsifena matice soustavy, ma n+1 sloupca.

Redeni soustavy se nezméni vyménou Fadkd matice A, vynasobeni fadku konstantou a
pricteni libovolného nasobku jednoho fadku k jinému (tzv. ekvivalentni Gpravy).
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Tohoto faktu se vyuziva pfi reSeni Gaussovou elimina¢ni metodou. Matice A se nejprve
prevede na horni trojuhelnikovou matici, kterd ma pod hlavni diagondlou nuly, nasledujicim
postupem:

e Pfictenim —a, /a,, - nasobku prvniho fadku k fadkim

i=2,..,n sevynuluji prvky a, proi=2,..,n.

e V dalSich sloupcich se postupuje analogicky, pricita se
—a, / a,, - ndsobku k-tého rfadku k Fadkim i =k +1,...,n, kde
k=12,..,n-1:

a, =0, i=k+1,...n

a, . .
a; < a _a_lka"" proi=k+1,..n, j=k+1,.,n+1.
kk

Takto vznikne (za pfedpokladu, Ze vidy plati a,, # 0) horni trojuhelnikovd matice.

Aby prvek a, nikdy nebyl nulovy nebo v absolutni hodnoté velmi maly vzhledem ostatnim
hodnotam v matici, coz by zpUsobilo scitani/odéitani Cisel vyrazné odliénych velikosti pfi
radkovych operacich, je vhodné pred vynulovanim k-tého sloupce najit v tomto sloupci
prvek s nejvétsi absolutni hodnotou a vymeénit ho s & -tym fadkem, aby se tento prvek dostal
na pozici a,, (tzv. pivotovani).

Jestlize takovy nenulovy prvek neexistuje, soustava neni jednoznacné resitelnd (budto nema
reSeni, nebo jich ma nekoneéné mnoho).

Je moiné i hledat jako pivot prvek s nejvétsi absolutni hodnotou v celé podmatici (ai/),

i=k,..,n, j=k,..n,ale pfehozeni sloupcl je nutné evidovat, protoZze odpovida pfehozeni

slozek vektoru x.

Po provedeni krokli popsanych vyse je soustava prevedena do tvaru
€\ X, + X, +otc,x, =d,

8
c x,  +c, ,.x =d ®)

n—1,n—1""n n—l,n""n n—1

c,Xx, =d

ne

Nyni je uz mozné snadno vyjadrit feSeni algoritmem zpétného dosazovani:
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n n nn
xn—l = (dn _cn—],nxn)/cn—],n—]
)
X = (d] ~C Xy T 6 X _"'_Cllxl)/cll :

Prvni faze metody vyZaduje zhruba n’ /3 operaci (souéin a rozdil), zatimco druha faze pouze
2

n-/2.

Metodu je mozné modifikovat tak, Ze se vzdy pfi¢itd —a, /a,, - ndsobku k-tého fadku ke

vsem fadkdm kromé k (tzv. Jordanova eliminacni metoda). Takto vznikne na pozici A

diagonalni matice. Po vydéleni k-tého fadku q, , k=1,...,n, je na pozici vektoru b pfimo

reSeni. Tento postup je ale pro velkd # méné efektivni.

4 Ziskani inverzni matice a determinantu

Inverzni matice je takovd, Ze pro soustavy rovnic Ax=b feSeni plati x=A"'b. Zname-li

A", je moZné soustavu vyresit pro libovolnou pravou stranu b jen vyndsobenim A™'.

Matici A™' je mozné ziskat tak, Ze soustavu vyie$ime pro b=e,6 i=1,..,n, kde e, je ity
jednotkovy vektor (i-ty sloupec jednotkové matice). Jelikoz A“ei je i-ty sloupec A7,
z téchto feseni je moiné sestavit A™'. Je rovnéi moiné vyuzit Jordanovy eliminace pro

matici (A,In) . Po dokonéeni algoritmu je vysledna matice ve tvaru (In,A‘1 ) .

Vzhledem ktomu, Ze ekvivalentni Upravy nemaji vliv na determinant, pro vypocet
determinantu sta¢i matici A prevést do trojuhelnikového tvaru Gaussovou eliminacni
metodou. Potom

detA=c, c,,..c (10)

Priklady

1. Vytvorte tfidu Matice pro reprezentaci matice zaloZzenou na dynamicky alokovaném poli
s vlastni mapovaci funkci. Pamét alokujte v konstruktoru pomoci new double[], rozméry
matice jsou predany jako parametry.

2. Rozsirte tfidu Matice v ptikladu 1 o metody a pretizené operatory:

a) +=,-=pro 1argument typu double
b) =pro 1 argument typu matice

c) metody pro vytvoreni nulové a jednotkové matice

Algoritmy num. matematiky a zpracovani dat 5 Jan Cvejn



d) metody pro vypocet souctu a ndasobeni 2 matic kompatibilnich rozméru
predanych jako argumenty referenci

e) metodu pro spojeni 2 matic se stejnym poctem radku, predanych jako argumenty

referenci, do jediné matice.

3. Pro trfidu Matice z prikladu 1 vytvorte metodu, kterd Gaussovou eliminaéni metodou
matici prevede do tvaru s nulovymi prvky pod hlavni diagonalou.

4, \ navaznosti na feseni kroku 2:

a) vytvorte metodu pro vypocet determinantu ¢tvercové matice
b) vytvorte metodu, ktera vypocita feseni soustavy AX =B, kde matice A a B jsou

predany jako argumenty referenci a maji stejny pocet radkl, matice A je
Ctvercova. Vysledkem je matice X stejnych rozmér( jako B.

Pouzitd literatura

LOUIS, D., MEJZLIK, P. VIRIUS, M. 1999. Jazyky C a C++ podle normy ANSI / 1SO. Grada
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PRESS, H., TEUKOLSKY, S.A., VETTERLING, W. T., FLANNERY, B. P. 2007. Numerical Recipes.
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Algoritmy numerické matematiky a zpracovani dat

Téma 8: Prace s polynomy

Studijni cil

Sezndmit studenty se zdkladnimi algoritmy prace s polynomy.

Doba nutna k nastudovani

2 hodiny

Klicova slova

Polynom, soucin polynomu, déleni polynomd, de Viéteovy vztahy

1 Reprezentace polynomu
Polynom

A(x)=a,x"+..+ax+a, (1)

je prirozené reprezentovdan polem koeficient( a celo&iselnym fadem 7. Rad polynomu A(x)

bude oznacovan také jako n,.

Dynamické systémy jsou popsané obrazovymi prenosy, coZ jsou raciondlni funkce, jejichz
Citatelé a jmenovatelé jsou polynomy. Pfenos sloZzenych systému je pak mozné ziskat pomoci
operaci s polynomy.

Napf. v pripadé regulacniho obvodu s PID-reguldatorem

1 sA(s)
F,(s)= = ' 2
ew(s) 1+r2S2+’”]S+’”o B(S) SA(S)+(7‘2S2+F]S+FO)B(S) ( )

S A(s)

kde B(s) a A(s) jsou polynomy.

Budou zde uvaZovany pouze polynomy s realnymi koeficienty. V C/C++ jsou pole indexovana
vzdy od 0O, takZze umisténi koeficientu v poli odpovidd matematickému zapisu.

V C++ je nejprirozenéjsi zplsob reprezentace pomoci tridy, napf.
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const int MAX=50;
struct Poly
{
double a[MAX];
int n;
Poly() {n=0;}
Poly (double *pa, int pn)
{
n=pny;
for (int i1i=0;i<n;i++) al[n-1-i]l=pali];
}i
Druhy konstruktor umozniuje inicializovat polynom pomoci pole koeficientl, zapsaného
v poradi odpovidajici matematickému zapisu, tj. a, nejvice vlevo:

double ak[]1={1,2,3,0};
Poly p(ak,4);

vytvofi polynom p(x)=x’+2x* +3x.
Zakladni operace s polynomy jsou:

e soucet a rozdil 2 dvou polynom

e nasobeni a déleni polynomu redlnym cislem
e nasobenia déleni 2 polynomt

e vypocet hodnoty pro dané x

e ziskani polynomu z koren.

K slozitéjSim operacim, které budou diskutovany samostatné, patfi:
e interpolace zadanymi body
e vypocet korend.

2 Soucet a rozdil dvou polynom{

Pro soucet nebo rozdil C = A+ B plati

¢, =a,tb,i=0,..,n,

(3)

ne =max{n,,n,|

kde a, =0 pro k>n, a b, =0 pro k>n,.

Pfiklad implementace v C++ s vyuzitim podminéného vyrazu:
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struct Poly
{
void add(const Poly &pa, const Poly &pb)
{
n=max (pa.n,pb.n);
for(int i=0;i<n;i++)
alil=(i<pa.n? palil:0)+ (i<pb.n? pb[i]:0);
}i
Poly A,B,C;

C.add(A,B);

3 Soucin polynom

v .
Pro soucin C=A*B plati n. =n,+n, a

k k
c, = Z(;ajbk_j = Z(;bjak_j (4)
= g

j
kde je aj:0 pro j>n,a j<0, bk__/:O pro k—j>n,a k—j<0.
Nasobeni polynomu x* odpovidd posunu o k pozic a vynulovani a, pro j=0,.,k-1.
Soucin je proto mozné jednoduse implementovat jako soucet polynomu bkx"A, k=0,..,ng,:
1.for j=0..n,+ny:c;, < 0.
2.for k=0..n,:

for j=0..n,: ¢, ¢, tha,.

4 Podil polynom

Pro podil dvou polynomd A4/ B je moiné pouZit podobny algoritmus jako pro déleni dvou
Cisel. V pripadé, ze n, 2 n,, vysledkem jsou 2 polynomy — podil D a zbytek R, pro které

n, <n, aplati:
A=B*D+R. (5)

Algoritmus déleni je vyrazné zjednoduseny, pokud B je ve tvaru B(x):x—xo. Pak plati

rekurzivni vztah:

d,_ =a +dx,, k=n-1,.,1

(6)

dn—] = an
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Zbytek je pouze Cislo r=a,+dx,.

5 Vypocet hodnoty pro dané x
Pocitat hodnoty mnohoclenu ptimo z defini¢niho vztahu
A(x)=a,x"+a, X" +..+ax+a, (7)

evvs

mocninou Xx, kterd se v kazdém kroku zvySuje o rad:

A =4 _+ap, k=1..n
Py = DX

(8)
kde 4,=0, p,=1 a A(x) = A, . Existuje v3ak efektivnéjsi zplsob. Polynom je moZné zapsat
nasledovné:

A(x)=ax" +..+ax+a,=aq, +x(a] +x(a, +)) . (9)
Tomuto zdpisu odpovida rekurzivni vypocet

A =a_ +x4, k=n,.,1 (10)

kde 4 =a, a A(x) = A4,, v kterém je menSi pocet operaci oproti pfedchozimu.

UvaZujme
A(x):(x—xo)D(x)+r (212)

kde D(x) je polynom fadu n—1. Hodnotu A(x,) je proto také mozné efektivné vypocitat

jako zbytek déleni 4(x) a (x—x,).

6 Ziskani polynomu z kofen(

Jsou-li x,,...,x, kofeny, je odpovidajici mnohoclen ve tvaru
p(x) :(x—x])...(x—xn). (12)

Pro ziskani koeficientt p(x) je moiné opakované aplikovat algoritmus pro nasobeni

polynomd. V pripadé komplexnich koren( jsou dva faktory komplexné sdruzené
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(x—i(a+ib))(x+i(a+ib)):x2—2ax+(a2+b2) (13)

takZe je mozné nasobit celym kvadratickym trojélenem.

Plati rovnéz de Vieteovy vztahy:
(x—x])...(x—xk):xk+ak_]xk_]+...+a]x+a0 (14)

kde
—a, | =X+ X+t X,

k
ak_z = x1x2 +x1x3 +...+xk_1xk = Z xl.x_l.
i,j=1
i<j
k
_ - - 1
ak_3 —x1x2x3 +x1x2x4 +...+xk_2xk_1xk = Z x,.x_l.xk ( 5)

i,j,k=1
i<j<k

(—l)k Ay = XXy X, -
Pfiklad: Pro polynom s kofeny x, =1, x, =—1, x; =2 dostavame

(x—l)(x+l)(x+2):x3 —(—Z)x2 +(—1—2+2)x—(2):

=x +2x*—x-2.

(16)

Priklady
1. Vytvorte tfidu pro reprezentaci polynomu v C++ a vytvorte metody pro:

a) inicializaci polem koeficient(

b) operatory *=a /= pro nasobeni a déleni polynomu redlnym
Cislem

c) metody pro soucet a rozdil 2 dvou polynom, pfedanych jako
argumenty referenci

d) metodu pro soucin dvou polynom, pfedanych jako argumenty
referenci.

2. Pro tfidu z ptikladu 1 vytvoite metodu pro vypocet hodnoty
polynomu pro dané x.

3. Odvodte vztah pro déleni polynomu faktorem x—x, .

4. Pro tfidu z prikladu 1 vytvorte metodu pro sestrojeni polynomu na
zakladé predaného pole realnych, pripadné i komplexnich korenu.
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Algoritmy numerické matematiky a zpracovani dat
Téma 9: Polynomialni interpolace

Studijni cil

Sezndmit studenty se zdklady problematiky polynomialni interpolace.

Doba nutna k nastudovani

2 hodiny

Klicova slova

Interpolace, Lagrangedyv interpolaéni polynom, Newtondv interpolaéni polynom, Cebysevova
aproximace
1 Problém interpolace

Problém sestrojeni funkce, kterd prochazi zadanou posloupnosti bod(i se nazyva interpolace.

UvaZujme zadané body (x,,,), kde i=0,..,N a polynom
A(x)=a,x"+..+ax+a, (1)
kde n= N . Pro urceni koeficientt A(x) plati soustava rovnic
N
ayx, +..+ax,+a,=y,
(2)
ayxy +..tax, +a, =y,

kterou je mozné prepsat do tvaru

1 x, .. x| a Yo
box e 3)
1 x, xy || ay Yy
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Jestlize hodnoty x, jsou vzajemné riizné, ma soustava vySe teoreticky vzdy feSeni, ale ¢asto
je resitelna obtizné — je Spatné podminéna.
V pfipadé rovhomérné rozlozenych hodnot x, se ale vétSinou nepracuje s velkym poctem

bodd. Polynom tadu N, ktery prochazi N+1 zadanymi body mulze mit N lokalnich
extrémU. To naznacuje tendenci interpolacnich polynoma oscilovat. Ukazuje se, Ze oscilace
se zhorsuje srostoucim radem N, takZe interpolacni polynomy vysSich radi nez 5-6
vétsSinou nedavaji lepsi prabéhy neZ polynomy nizsich radu.

2 Lagrangeuyv interpolacni polynom

Koeficienty a, je ale moZné ziskat i bez feseni soustavy rovnic. Nejzndmé&jsi metoda je tzv.

LagrangeUv interpolacni polynom.

Ly(x)= kﬁ;,kak (x) (4)
kde
)= (r =2y (=2 ) (=X ) (X — Xy ) _
S e o o Tpop Py .
1) /1165 )

Kazdy &len V,(x) je polynom fadu N+1 a je zvolen tak, Ze V,(x,)=1, pro j#k je

Vk(xj):O.

Pfiklad: Polynom md prochézet body (0,0), (11) a (2,-1). Urdete Lagrangedv interpolagni

polynom. Cleny ¥, (x) jsou ve tvaru

()= e ©

V(%)= Q’;:ﬁﬁﬁf_‘j)) =—x(x-2) )
(x=0)(x-1) 1

Vz(x)—(z_o)(z_l)—Ex(x—l). (8)

Tedy
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L(x)z—x(x—2)—%x(x—l)=—1.5x2+2.5x. (9)

3 Newton(v interpolacni polynom

Vedle Lagrangeova interpolac¢niho polynomu existuje jesté tzv. Newtonlv interpolacni
polynom, ktery je ve tvaru

Wy(x)=co+c (x—x)+c, (x—x,) (x—x ) +...+

+oy (x=x ) (x—x, ) (x =2, ). (10)

Plati
W, (x):Wk(x)+ck+] (x—xo)(x—x])...(x—xk) (11)

takZze Newtonlv interpolacni polynom je moiné snadno rozsifovat o nové body. Nové
pridany ¢len je vZdy nulovy pro vSechny predchozi body. Na druhé strané, urceni koeficientd
Cs--Cy Je ale komplikovanéjsi nez u Lagrangeova interpolaéniho polynomu. Plati

¢, =D"y,, kde D"yj je definovano rekurzivné:

D'y . —D'y.
Dk+]yj :M' Doy] = y] . (12)
xk+j+l _xj
Odtud
Dly0 _N=N , Dlyl _ V=N ,
X~ Xy X, =X (13)
D'y — D'
Dy, ==n"" N (14)
Xy =Xy
Pfiklad: Uréeme Newtoniiv interpolaéni polynom pro body (0,0), (1,1) a (2,—-1). Plati
D’y, =0 (15)
1 -2
Dlyoz—, Dlylz— (16)
1 1
-2-1
Dy, === =-15 (17)

tedy
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w, (x)=O+(x—0)—1.5(x—0)(x—1)=x—1.5x(x—1)=2.5x—1.5x2. (18)

Lagrangellv a Newtonuyv interpolacni polynom jsou identické, jen jsou sestrojeny odliSnym
zpUsobem. Interpolaéni vzorce umoznuji vypocitat hodnotu pro zadané x, ale neurcuji pfimo
koeficienty polynomu.

4 Cebysevova aproximace

Polynom je mozné poutzit pro aproximaci funkce, s niz se ma shodovat v daném poctu boda.

Polynomidlni interpolace, ktery byl diskutovana vyse, uvaZovala body (xl.,yl.) zadané

uZivatelem. Polynomy vyssich radl maji ale v pfipadé rovnomérné rozmisténych bodu
tendenci oscilovat.

Ukazuje se vsak, Ze toto chovani je do zna¢né miry zplsobeno tim, Zze kromé y, jsou zadané i
x,. Pokud x, vhodné zvolime, je mozné s pomoci polynom( dosahnout podstatné lepSich

vlastnosti.

Cebysevovy polynomy jsou definované vztahem

T, (x)=cos(narccos x) (19)
kde x [1,1]. Pro obecny interval ¢ < [a,b] je moiné provést transformaci pomoci

t=%((b—a)x+(b+a)). (20)
Jelikoz cos(n@) je polynom argumentu cos@, pro 6 =arccosx je T,(x) polynomem x.
Interval x €[~1,1] odpovida 6 <[0,7]. Jelikoz

cos((n+1)6)+cos((n—1)6)=2cos O cosnd (21)
plati

T (x)-2xT,(x)+T,_, (x)=0. (22)

n

Vypis Cebys$evovych polynomt do Fadu n =35 je v Tab. 1. V tzv. uzlovych bodech

((2k+1)ﬂ] ((k+0.5)7t]
X, =c0S| ————— |=cos| ——— |, k=0,1,..,N-1 (23)
2N N
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Tab. 1 - Ceby$evovy polynomy.

2x% =1

45 —8x* +1

8x* —8x? +1

vl B~ W N

16x° —20x° +5x

Jestlize se uvaZzuje aproximace funkce ve tvaru
f(x)=2eT (%) (24)

kde ma platit f(x) = f(x) pro x=x,, pro koeficienty ¢, je moiné ziskat vztahy

N

1 -1
& :sz(xk)
5 2s)
== f(x)T (%), j=1..,N-L
k=0

Pfi aproximaci funkce f(x) rozvojem (24) je moziné uvazovat, Ze chyba aproximace
priblizné odpovida dalsimu ¢lenu v rozvoji, tj. ¢, T} (x) Vzhledem k tomu, Ze ‘TN (x)‘ ma
stejnd maxima v intervalu [—1,1], je chyba rozptylena rovnomérné. Proto ziskany polynom

obvykle nema tendenci se mezi uzlovymi body vyrazné odchylovat a je mozné ho vyuzit jako
vhodnou ndhradu funkce v daném intervalu.

Priklady

1. Rozsirte tfidu pro praci s polynomy o metodu pro interpolaci polynomu polem zadanych
bodl ve tvaru [xi,yi], i=0,..,N—1. Hodnoty polynomu se zvolenym krokem vypiste do

textového souboru a data zobrazte v podobé grafu s pomoci vhodného software.
Pouzijte:

a) Lagrangelv interpola¢ni polynom
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b) Newtonuv interpolacni polynom

2. Vypiste do textového souboru hodnoty Cebysevovych polynom( do Fadu 6 se zvolenym
krokem a data zobrazte v podobé grafu s pomoci vhodného software.

3. Pro funkci f(x)=e"(sint)2 vintervalu [0,7] ziskejte aproximaci pomoci Ceby3evovych

polynom. Hodnoty interpolacniho polynomu a plvodni funkce se zvolenym krokem
vypiSte do textového souboru a data zobrazte v podobé grafu s pomoci vhodného
software. Porovnejte vysledky s klasickou interpolaci jako v ptikladu 1, tj. s pevnym
krokem 7 /(N —1), kde N je pocet bodd.
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Algoritmy numerické matematiky a zpracovani dat

Téma 10: Numerické reseni nelinearnich rovnic

Studijni cil

Sezndmit studenty se zdkladnimi metodami numerického reseni nelinedrnich rovnic.

Doba nutna k nastudovani

2 hodiny

Klicova slova

Numerické fesSeni rovnic, metoda plleni intervalu, metoda regula-falsi, Newtonova-
Raphsonova metoda, metoda secen

1 Vymezeni oblasti reseni

Pro numerické reSeni jsou rovnice vétsinou uvazovany ve tvaru
f(x)=0 (1)

kde f(x) je funkce alespon spojitd, v nékterych ptipadech se predpoklada spojita
diferencovatelnost, piipadné vyssich radd. Reseni rovnice vyse nazyvame kofenem.

U nékterych metod je nutné nejprve vymezit intervaly, ve kterém se kofeny nachazi. Jestlize

je intervall s koreny vice, pak je v kazdém vymezeném intervalu [ll.,hl.] je provedeno iteracni

hledani. U ostatnich metod je vidy vhodné vypocet startovat z bodu dostatecné blizko
korene, jinak iteracni vypocet mlze selhat.

Intervaly [/,h] mohou byt vymezeny na zékladé riznych znamének f(1) a f(h),
pfipadné podminky f(/)f(#)<0. Ze spojitosti funkce pak vyplyva, ze vintervalu [/,4 ]
musi f'(x) prochazet nulou, takze [/, /] obsahuje alespori jeden kofen.

Situace je vSak komplikovanéjsi v pfipadé nasobnych korend. Napr. jestlize x je korenem
f(x), je soutasné kofenem funkce f,(x)=/?(x), ktera je ale nezapornd, takze interval

[1,h], kde f(I)f(h)<0, nelze vymezit. V takovych pfipadech se ale vintervalu [/,h] méni
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znaménko f”(x). Za pfedpokladu, ze funkci f(x) je mozné analyticky derivovat, je proto

jednou z moZnosti hledat navic rovnéz body, kde f'(x)=0 az nich vybrat ty, kde f(x)=0.

2 Metoda puleniintervalu

Jestlize 1ze vymezit je vymezte polate¢ni interval [/,4] tak, aby f(/)f(h)<0, je moiné
reSeni vzdy nalézt metodou puleni intervalu:

1. Vypotitej c=(I+h)/2

2. lJestlize f(1)f(c)<0, h<«c,jinak [ «c.

3. Jestlize h—1< ¢, kde ¢ je zvolené Cislo, ukonci. Jinak pokracuj
od bodu 1.

Vyhodou této metody je, Ze zarucené nalezne jeden kofen ve vychozim intervalu [l,h], i

kdyzZ je zde korenl vice. Vzhledem k tomu, Ze v kazdém kroku se interval hledani pali, na
konci vypoctu plati

~e (2)

kde n je pocet krok(, takze
n=log, (u] . (3)
£

V kazdé iteraci je ¢ odhadem korene. TakZe pro feSeni na okraji intervalu [l,h] plati pro

chybu odhadu ¢, =x-c

/|ek| =0.5. (4)

|ek+]

Posloupnost {|ek|} klesd k nule stejné rychle jako geometricka fada, coz se oznacuje jako

linearni rad konvergence.

3 Metoda regula-falsi

Opét se pfedpoklada, Ze je vymezen po&atetni interval [1, 4] tak, aby f(!)f(h)<0. Pokud

se funkce f(x) uvazuje v okoli kofene pfiblizné linearni, je mozné dobry odhad korene ¢
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v kazdém kroku ziskat jako priise¢ik Usecky prolozené body (l,f(l)) a (h,f(h)) S 050U X
(Obr. 1). Plati

F-r0) 5
/

Odtud

(6)

Obr. 1 - Metoda Regula-falsi

Dal3i postup je stejny jako u plleni intervalu — na zékladé znaménka f (/) f(c) se pokrauje

bud'v intervalu [/,c], nebo [c,h].

Metoda je vétSinou efektivnéjsi nez plleni intervalu, ale jelikoz nedéli interval symetricky,
mUzZe postupovat i podstatné pomaleji pro nékteré typy funkci.

4 Newtonova-Raphsonova metoda

Jestlize nahradime funkci f'(x) v okoli bodu x, linedrnim modelem

S(x)= £ () + £ (x)(x—x) (7)
je moZné novy bod x,,, urcit tak, aby byl model nulovy pro x=x,,, (Obr. 2). Odtud
dostavame

f (%)
=x — ) 8
xk+l xk f,(xk) ( )
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Obr. 2 - Newtonova-Raphsonova metoda

Obr. 3 - Problém s konvergenci Newtonovy-Raphsonovy metody

Newtonova-Raphsonova nevyzaduje pocatecni vymezeni intervalu a je velmi efektivni,
jestlize vychozi bod je zvolen dostatecné blizko reSeni. V opacném pripadé vSak nemusi
konvergovat. Metoda casto nekonverguje v okoli inflexnich bod( (Obr. 3). Lokalni minima
zpUsobi chaotické chovani nebo nepfimérené velky krok mimo.

Zékladni modifikaci je omezeni délky kroku: Jestlize ‘f(xk+1)‘>‘f(xk)

, je vhodné krok

zkratit, tedy zvolit

X =X — &

(9)

kde a €(0,1), aby platilo ‘f(xk+1)‘<‘f(xk)‘. Pokles ‘f(x)‘ pro dostate¢né kratky krok je

zarucen, protoze
f(xk)_'_f’(xk)(xkﬂ _xk):f(xk)_af(xk):(1_a)f(xk)' (10)

Davodem efektivity Newtonovy-Raphsonovy metody je kvadraticky rad konvergence, coz
znamena3, Ze
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/le,|" = K pro k — oo (11)

|ek+1

kde K je konstanta. V pripadé, ze f’(x) neni k dispozici v analytickém tvaru, je mozné ji

pocitat numericky, napt. pomoci

f(xk +h)—f(xk —h)
2h

f'(x)= (12)

kde 2>0 je malé Cislo. Metodu je moziné pouZit i pro hledani komplexnich korena
polynom{, pokud se pouZije komplexni aritmetika.

5 Metoda secen a Millerova metoda

Jinou mozZnosti, jak odstranit problém svypoltem derivaci u Newtonovy-Raphsonovy

metody, je nahradit f’(xk) pomoci diferenci z pfedchoziho kroku:

f’(xk)zf(x")_f(x"“), (13)

X =Xk

Metoda ale nemusi konvergovat. Zkraceni délky kroku jako u Newtonovy-Raphsonovy

metody obecné nezaruduje pokles ‘f(x)‘

VylepSeni metody secen je Millerova metoda, kterd pracuje s poslednimi tfemi body a
interpoluje jimi parabolu, u které se vypocita blizsi koren. Vyhodou Miillerovy metody je, Ze
umoziuje pracovat s komplexnimi koreny.

6 Vypocet viech kofen(i polynomu

Jedna se o komplexni problém, ktery zde nemUze byt diskutovan v pIné Sifi.

V pripadé polynomu je pocet kofent znam. Zakladnim pfistupem je redukce polynomu po
ziskani korene, ktery je mozné nalézt nékterou z obecnych metod vyse.

Je-li

P, (x) = pk’nx" ot DX+ Do (14)

polynom v k-tém kroku a x, jeho jeden kofen, je délenim faktorem (x—xk) ziskan polynom
P, (x), ktery je fadu k—1. Postup je pak moZné opakovat, dokud nejsou ziskany vsechny

realné korenové Cinitele.
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V pripadé dvojice komplexnich kofenu jsou dva faktory komplexné sdruzené
(x—i(a+ib))(x+i(a+ib)):x2—2ax+(a2+b2) (15)

takze je opét vhodné délenim odebrat cely kvadraticky trojclen.

Vzhledem ktomu, Ze u redukce polynomu postupné narlsta vliv numerickych chyb, je
vyhodné timto zplsobem spiSe ziskat pouze odhady pozice koren(, které se pak zpresnuji
Newtonovou-Raphsonovou metodou. U komplexnich kofenll je mozné pouzit Bairstowovu
metodu, ktera je zalozend na stejném principu, ale pracuje pfimo s kvadratickym troj¢lenem.

Priklady

1. Najdéte vychozi interval pro numerické reSeni rovnice 2arctg(x)+x:7t a porovnejte

rychlost konvergence k reseni:

a) metodou plleniintervalu
b) metodou regula-falsi

c) Newtonovou metodou (pro pocatecni bod x, =0).

2. Odvodte vztah pro vypocet x,,, Millerovou metodou pomoci Lagrangeovy interpolace.

Pouzitd literatura

BRONSHTEIN, I. N., SEMENDYAYEV, K.A., MUSIOL ,G. MUEHLIG H. 2007. Handbook of
Mathematics. 5th Edition. Berlin Heidelberg: Springer-Verlag.

HAMMING, R. W. 1973. Numerical Methods for Scientists and Engineers. 2nd ed. New York:
McGraw-Hill.

PRESS, H., TEUKOLSKY, S.A., VETTERLING, W. T., FLANNERY, B. P. 2007. Numerical Recipes.
The Art of Scientific Programming. Third Edition. New York: Cambridge University Press,
2007.

YANG, W. Y., CAO, W., CHUNG T-S., MORFIA, J. 2005. Applied Numerical Methods Using
Matlab®. John Wiley & Sons Inc.,

Rejstrik

metoda prosta iteracni, 2
Miillerova, 5 puleni intervalu, 2
Newtonova-Raphsonova, 4 regula falsi, 3
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secen, 5 vymezeni oblasti feseni, 1
nasobné koreny, 1 vypocet vsech korenl polynomu, 6
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Algoritmy numerické matematiky a zpracovani dat

Téma 11: Numericka derivace a integrace

Studijni cil

Sezndmit studenty s vybranymi metodami numerického derivovani a integrovani.

Doba nutna k nastudovani

2 hodiny

Klicova slova

Numerickd derivace, numerickd integrace, kompozitni vzorce, Gaussova integrace,
Legendreovy polynomy

1 Numericka derivace

Derivaci spojité diferencovatelné funce je moziné pocitat numericky pomoci diferenci.
Nejjednodussi varianta je

NPACESORNAC))
h

f'(x) (1)

kde h je malé Cislo. Vztah odpovida nahradé funkce linearnim pfrirGstkem, coZ naznacuje, Ze
pro dostatecné presny vysledek musi byt krok h velmi maly. Na druhé strané je vsak v Citateli
rozdil dvou velmi blizkych cisel, coZ je operace, ktera zpusobuje velkou relativni chybu. Proto
neni mozné volit h libovolné malé.

Chyba zplisobena aproximaci f(x+#) je ve tvaru ah’/2, kde a odpovidd hodnoté druhé
derivace vuvazovaném rozsahu. Jestlize chyba vypoctu f(x) a f(x+h) vlivem
zaokrouhleni je Lg, , kde ¢, je strojova pfesnost a L odpovidd rozsahu hodnot f(x),

potom je celkova chyba

oh 2L,
Ex—+ .
h

(2)

Je moiné vypocitat i hodnotu % kterd chybu minimalizuje. Vysledek ukazuje, Ze optimalni
krok/ je umérny 4, = /¢, .

m
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Vyhodné;jsi je derivaci pocitat pomoci centralnich diferenci, ktery vychazi z Taylorova rozvoje
2. fadu:

WACSIO NGO

£() - @)

V tomto pfipadé je optimalni volba je umérna /¢, .

2 Rozdéleni metod numerické integrace
Metody numerické integrace v intervalu [a,b] pracuji se siti bodl x,, kde x, =a, x, =b a
Xy <X <..<Xy. (4)

V bodech x, jsou vypocitany funkcni hodnoty. Hodnota integralu je ziskdana v obecném tvaru

J.f(x)dxzﬁowjf(xj). (5)

Jestlize vypocet pracuje s hodnotami x, a x,, metody se oznacuji jako uzavfené, jinak jako

oteviené.

Metody je mozné rozdélit na nékolik skupin, napft.:
e metody pracujici s konstantni vzdalenosti bodu
e metody urlujici pozice bodd x,

e adaptivni metody

Do prvni skupiny patfi klasické metody zalozené na Newtonovych-Cotesovych a jinych
vzorcich. Do druhé skupiny patti zejm. varianty Gaussovy integracni metody nebo integrace
zaloZend na Ceby$evové aproximaci. Tim, Ze pozice bodl je optimalné nastavend, je mozné
dosahnout podstatné vyssi presnosti pro dany pocet bodU. Adaptivni algoritmy prizplsobuji
velikost kroku dle dosazené presnosti.

3 Newtonovy-Cotesovy vzorce

Zakladni Newtonovy-Cotesovy vzorce v soucasné dobé nemaji pfimé vyuziti — pracuji jen s
maly poctem bodu, takZe jsou velmi nepresné, ale jsou zakladem kompozitnich vzorca.

Oznaime h=x,,, —x, =konst. a y, = f(x,).

Pravidlo stfedniho bodu:
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Xo+h

[ £(x)de=nf (x,+h12)+O(R). (6)

Lichobéznikové pravidlo:

Xo+h

j f(x yo+y,)+0(h3) (7)

Simpsonova metoda — ziskana interpolaci polynomu tfemi body a integraci:

Xo+2h
jf a=l y0+4y,+y2)+0(h5) (8)
4 Kompozitni vzorce

Interval se rozdéli na dvoubodové nebo vicebodové Useky, kde je mozné aplikovat zakladni
vzorce. Souctem se ziskaji tzv. kompozitni vzorce:

Lichobéznikova metoda:
jf dx = h[—+y]+y2+ +yN]+y7N}+O(h2). (9)

Rozsifend metoda O (h3) :

13 5 ;
J.f dx = h[ Ey] TV et Vo 12)’1\! ! lzyN}"'O(h ) (10)
Simpsonova metoda (pro N sudé):
Xy h
jf(x)dng[yo+4y,+2y2+4y3+...+2yN_2+4yN_1+yN]+0(h4). (11)

Vzorce vyssich fadd mohou byt presnéjsi pouze v pripadé, Ze jsou pouzity pro funkce, které
jsou dostatecné hladké. Integrovat je moiné i funkce pouze po castech spojité. Vtom
pfipadé je ale vhodné pouzit jediné lichobéZnikovou metodu.

Algoritmy num. matematiky a zpracovani dat 3 Jan Cvejn



5 Itera¢ni metoda integrace
Pfesnost kompozitnich vzorct kromé& A* zavisi i na velikosti ‘f”‘)‘ (u zakladnich je to spise
‘f”“”‘ ). Ta obvykle neni zndma, takze m(iZze byt obtizné skute¢nou presnost odhadnout.

Jednou z mozZnosti, ktera tento problém odstranit, je opakovana integrace s krokem 7, ktery
se v kazdé iteraci pali. Oznatme S, vypocitanou hodnotu v k-tém kroku. Vypocet je mozné

ukoncit, jestlize |SN —S2N| <éeS,,y, kde ¢ je malé Cislo.

Polovinu hodnot y, vkazdém kroku ale neni nutno znovu pocitat, protoZe uz byly

vypocitany v predchozim kroku. VyuZiti pfedchozich hodnot je jednoduché zejména u
lichobéZnikové metody, ale je mozné i u vzorcl vyssich radu.

6 Gaussova metoda integrace

Metoda je zaloZend na ndhradé integralu sou¢tem
N
If(X)dszij(xj) (12)

kde x, jsou body zvolené vintervalu [-1,1]. Pro obecny interval te[a,b] se provede

substituce

L 2(bra) (13)
b—a

Koeficienty w; se urci tak, aby

J'pk(x)dx:ﬁwjpk (xj) (14)

platilo pro zvoleny systém funkci p, (x), k=0,..,N—1.Funkce p, (x) je nejvyhodnéjsi volit

jako tzv. ortogondlni polynomy, pro které plati
1
jpj (x) p,(x)dx=0 pro j=k (15)
-1

a body x; jako jejich korfeny. Jednou z moznosti jsou tzv. Legendreovy polynomy, jejich

kofeny jsou realné, rlzné a vsechny leZi vintervalu (—1,1). Vtom pfipadé je moziné
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dosdahnout podstatné lepsi presnosti pro stejny pocet bodl, neZ v pripadé kompozitnich

vzorcu.

Legendreovy polynomy jsou definovany rekurzivnim vztahem

(J+1) P (x) = (27 +1) 5, (x) = /P,y (%) (16)
kde

P, (x)=0, B(x)=1. (17)

V Tab. 1 jsou vypsany Legendreovy polynomy do stupné n=4.

Tab. 1 - Legendreovy polynomy.

n P, (x)

0 1

1 X

2 (3x*-1)/2

3 (5x3 —3x)/2

4 (35x*-30x" +3)/8
Priklady

1. Vypocitejte numericky derivaci funkce sinx pro 10 hodnot v intervalu [0,7{/2] pomoci

obou uvedenych vzorcl a vypocitejte v obou pripadech priimérnou absolutni hodnotu

chyby pro #=107. Ziskané vysledky porovnejte.
2. Ziskejte vztah pro optimalni velikost kroku u vzorce pro numerickou derivaci.

3. Odvodte Simpsonlv vzorec (8), napf. s vyuZitim Lagrangeovy interpolace.
/2
4. Vypocitejte numericky J.O xcos xdx a porovnejte s presnou hodnotou, pomoci:

a) kompozitni lichobéznikové metody pro N =10 a N =20

b) kompozitni Simpsonovy metody pro N =10.
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2
5. Vypocitejte numericky J.O e"(sinx)2 dx iteracni lichobéZnikovou metodou tak, aby

relativni pfesnost vysledku byla £ =107 .

6. Vypiste do textového souboru hodnoty Legendreovych polynom( do fadu 6 se zvolenym

krokem a data zobrazte v podobé grafu s pomoci vhodného software.

Pouzita literatura

PRESS, H., TEUKOLSKY, S.A., VETTERLING, W. T., FLANNERY, B. P. 2007. Numerical Recipes.
The Art of Scientific Programming. Third Edition. New York: Cambridge University Press,

2007.

RALSTON, A. 1987. Zdklady numerické matematiky. Praha: Academia.

YANG, W. Y., CAO, W., CHUNG T-S., MORFIA, J. 2005. Applied Numerical Methods Using

Matlab®. John Wiley & Sons Inc.,

Rejstiik
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Gaussova, 4
iteracni, 4
lichobéznikova, 3
rozsirena, 3
Simpsonova, 3
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Algoritmy numerické matematiky a zpracovani dat

Téma 12: Metody reSeni soustav obycejnych diferencialnich rovnic

Studijni cil
Sezndmit studenty se zdkladnimi numerickymi metodami reSeni obycejnych diferencidlnich
rovnic a jejich soustav.

Doba nutna k nastudovani

2 hodiny

Klicova slova

Numerické feSeni diferencidlnich rovnic, lichobéZnikovd metoda, metoda Runge-Kutta,
vicebodové metody

1 Princip numerického feseni diferencialnich rovnic
Je uvaZovdana soustava diferencialnich rovnic ve tvaru

X' =f(x,7), x(0)=x,. (1)
Zapis vyse znanemg, ze

xl.':ﬁ(xl.,t), i=1..n. (2)

Samostatné diferencialni rovnice nebo soustavy s derivacemi vyssich fadd je vidy moziné
prevést do tvaru vyse, takZe je mozné se omezit pouze na soustavy diferencialnich rovnic
prvniho radu.

Napf. rovnici
(n) (n=1) —
yW+a, y" 4. +a,y=bu (3)

je mozné rovnéz zapsat jako soustavu
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(4)

! !
X —..—a,x +byu

n—1
kde x, =y.

Standardni zapis zahrnuje i situaci, kdy na vstupu systému plsobi signal u(t), jehoz pribéh

je v ¢ase zndmy:
X :g(x,u(t)). (5)

Redeni je mozné obecné vyjadrit ve tvaru

t

x(t)=x0+ff(x(t),t)dt (6)

0
ale tento vztah je spiSe vyuzivany v matematické analyze, nikoliv pro numerické reseni.
Zakladni numerickd metoda je zaloZzena na nahradé derivace:
x(t+h)-x(7)

x =SS o(h) (7)

kde % je zvolena velikost kroku.

Dosazenim pro ¢=0,¢,,t,,....je takto ziskana tzv. Eulerova metoda feSeni, ktera je popsana

vztahem
Xpo =%+ £ (X0, (8)

kde x,,, =x(t+4), x, =x(¢) a h =t,, —t,. Potom numerické FeSeni spoliva v generovani

posloupnosti

X ,X,,X

S (9)

1>72°

V zdkladnim pfipadé se ¢ zvySuje vidy o konstatni krok 7, takie ¢, =kh. Ale obecné je

mozné krok béhem vypoctu ménit a prizplsobovat tvaru funkce nebo dosaZené presnosti,
pokud je mozné ji néjakym zplisobem odhadnout.

Eulerova metoda je ale velmi nepfesnd, spiSe se vyuzivd jen pro vysvétleni zakladniho
principu reseni.
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2 LichobéZnikova metoda
Integrujme obé strany rovnice X' =f(x,7) vintervalu [#,.z,,,]:

X, =X, +t]:lf(x(t),t)dt. (10)

I
Jestlize uvazujeme, Ze f(x,¢) je zhruba linedrni pro 7 €[1,.1,.,), plati

78] ]’l

jf(x(z),t)dt=E(f(xk,tk)+f(xk+],tk+,))+o(hz). (11)
I

Pfitom f(yk+],tk+]) neni znamé, protoze nezndme Xx,,,, ale je mozné pouZit odhad ziskany

Eulerovou metodou:

f(Xte) # (X +AE(x,00, )00, ) (12)
Vysledny vztah je
h
X, =X, +5(f(xk,tk)+f(xk +hf(xk,tk),tk+l)) . (13)

3 Metody Runge-Kutta

VylepsSenim lichobéZznikové metody jsou ziskdny metody Runge-Kutta, které pracuji rovnéz s
hodnotami vypo&tenymi uvnitf intervalu [7,,7,.,].

Metoda Runge-Kutta 3.radu je ve tvaru

Xk+l

=X, +%(f0 +4f +1,) (14)

kde

h h

f, = f(xk + oty +5) (15)
f, =f(x, +h(2f, —1,).1, +h).

Vypocet x,,, odpovida integraci Simpsononovym pravidlem.

Asi nejpouzivanéjsi metodou vibec je metoda Runge-Kutta 4. radu:
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X, :xk+%(f0+2fl +2f, +1,) (16)
kde
f, =f(x,.t,
f, :f(xk+§fo,tk+§]
(17)
h h
f2 =f X, +§f]’tk +§
f, =f(x, +hf,,t, +h)
4 Vicebodové metody

Vicebodové metody pracuji ve 2 krocich: neprve vypocitaji predikci x,,, na zakladé
extrapolace nékolika pfedchozich hodnot f a integrdlu (10). V druhém kroku se pak provede

korekce x,,, stejnym postupem, s vyuZitim ziskané hodnoty f(xk+],tk+] )

Pro extrapolaci f(xk+],tk+]) je moiné pouZit napf. Lagrangelv interpolacni polynom.

V pfipadé Adamsovy-Bashforthovy-Moultonovy metody je vyuzit polynom 3. fadu a predikce
X,,, je ziskana ve tvaru

X, =X, +2h—4(—9fk_3 +37f, , —59f,_, +55f,). (18)

Dosazenim X,,, do f(xk+],tk+]) se pak stejnym postupem ziska korekce na zdakladé

interpolace body f, ,,...f,,;:

h
X, =X, +£(f,{_2 +5f,_, +19f, +9f,,, )+ O(h"). (19)

Navic je moiné v odhadnout vyslednou chybu prediktoru a korektoru, kterd muaze byt
kompenzovana v dalsim kroku.

Metody prediktor-korektor jsou komplikovanéjsi nez metody Runge-Kutta, ale jsou zpravidla
mnohem presnéjsi v pfipadé, Zze funkce je dostatecné hladka.

Vzhledem k tomu, Ze na pocatku nejsou k dispozici pfedchozi hodnoty f, , je nutné pro k£ <3

pocitat x,,, jinym zplsobem. Je mozné vypocet startovat napf. metodou Runge-Kutta.
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Priklady

1. UvaZujte rovnici y"+y =0 pro potate¢ni podminky »(0)=0 a y(0)=1. Pfepiste rovnici

do tvaru x' =f(x,7).

2. Reste rovnici z piikladu 1 numericky v intervalu [0, 27[] a porovnejte s presnym resenim.

Pouzijte

a) Eulerovu metodu
b) Lichobéznikovu metodou

c¢) Metodu Runge-Kutta.

Pouzitd literatura

PRESS, H., TEUKOLSKY, S.A., VETTERLING, W. T., FLANNERY, B. P. 2007. Numerical Recipes.
The Art of Scientific Programming. Third Edition. New York: Cambridge University Press,
2007.

RALSTON, A. 1987. Zdklady numerické matematiky. Praha: Academia.

YANG, W. Y., CAO, W., CHUNG T-S., MORFIA, J. 2005. Applied Numerical Methods Using
Matlab®. John Wiley & Sons Inc.,

Rejstrik
metoda reseni vicebodov3, 4
ABM, 4 metody prediktor-korektor, 4
Eulerova, 2 nahrada derivace, 2
lichobéznikova, 2 princip numerického reseni diferencialnich rovnic, 1
Runge-Kutta, 3 soustava diferencialnich rovnic, 1
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Algoritmy numerické matematiky a zpracovani dat

Téma 13: Hledani minima funkce jedné proménné

Studijni cil

Sezndmit studenty se zdklady problematiky hledani minima funkce jedné proménné.

Doba nutna k nastudovani

2 hodiny

Klicova slova

Numericka optimalizace, hledani minima, globalni minimum, metoda pUleni intervalu,
metoda zlatého rezu

1 Typy problému optimalizace

Radu technickych problémd je mozné formulovat jako problém hledani minima nebo
maxima funkce urcitého poctu parametrl. Zde je uvazovan pouze pripad hledani minima

funkce jedné proménné f(x), o které se predpoklada, Ze je spojita.

| kdyz se problém oznacuje jako hledani minima, spiSe hledame bod, ktery odpovidd minimu
funkce, tedy bod

x =argmin {f(x)} . (1)
Problém hledani maxima neni tfeba uvaZzovat zvlast, protoze

argmax{f(x)} =arg min{—f(x)} . (2)
V optimalizaci funkce jedné proménné jsou dva zakladni typy problému:

e problém hledani globdlniho minima v daném intervalu

e problém hledani jednoho lokdlniho minima.

V zadaném intervalu [l,h] muze mit funkce vice lokdlnich minim. V tom pfipadé je mozné

skutecné (globalni) minimum urcit vybérem z nalezenych lokalnich minim. Lokalni minima

mohou vzniknout i na hranici intervalu [/, /].
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V fadé pripadl je ale zndmo nebo je mozné predpokladat, Ze funkce f(x) ma v zadaném

intervalu jen jedno lokalni minimum. Pak se hledani globdIniho minima redukuje na nalezeni
jediného lokalniho minima, coz je vyrazné jednodussi problém.

V pfipadé, Ze minimalizovana funkce je diferencovatelnd, je v principu moziné problém
hledani minima f(x) pfevést na hledani Fe3eni f’(x)=0, kde je navic nutné vybrat ty
koreny, které odpovidaji lokalnim minimim, coZ je moiné rozlisSit na zakladé znaménka

f”(x). Typ lokalniho extrému (minimum/maximum) je ¢asto moziné rozeznat uz ve fazi
vymezeni intervall, ve kterych se koren f’(x) nachazi. Napr. pfi reseni pllenim intervalu je
mozné pokraovat pouze v intervalech [/, 4], kde f'(1)<0 a f'(h)>0. Tim je zajisténo, Ze
nalezeny extrém je lokalnim minimem.

V fadé pripadl derivace minimalizované funkce vSak neni k dispozici v analytickém tvaru.
Numericky vypocet f’(x) nemusi byt efektivni, ale predevsim je nepresny. PoZzadavek

diferencovatelnosti je navic omezujici — ¢asto je tfeba hledat minimum funkce, o které je
pouze znamo, Ze je spojitd, ale nemusi mit spojitou derivaci. Ukazuje se ale, Ze pro hledani

minima neni nutno pracovat s derivaci f'(x) a stati, aby funkce f(x) byla spojita.

Algoritmus hledani minima obecné ma 2 zakladni kroky:

1. vymezeni intervald, ve kterém se nachazi lokalni minimum
2. iteracni zkraceni intervalll nejistoty na dostatecné malou délku

3. zptesnéni vysledku interpolaci polynomem.

2 Vymezeni interval(, ve kterém se nachazi lokalni minimum

V pfipadé problému globdlni optimalizace je napf. mozné v intervalu [l,h] zvolit x, =1,

xy =h avygenerovat N—1 bodd x, uvnitf intervalu [/, 4] tak, aby

[<x <x,<..<xy <h. (3)
Jestlize existuje trojice bodl x, takova, Ze plati

f(xa)> /() a fx)<f (%), (4)

interval [x,_,,x,,, ] obsahuje lokaIni minimum.

V pfipadé, Ze zadny interval [x,_,x,,,] nebyl nalezen a je zndmo, Ze funkce v [/,h] ma

minimum, je mozné interval [l,h] rozsifit nebo postup opakovat s vyssSim N .
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V pfipadé hledani jednoho lokdlniho minima je obvykle zadan vychozi bod x,, ze kterého se
minimum hleda. Pak je tfeba urcit smér, ve kterém funkce v bodé x, klesa (kladny, nebo
zaporny). Staci napf. vypocitat f(x]) pro x, =x,+h,kde h>0 je zvolené malé Cislo. Jestlize
neplati f(x,)< f(x,), dosadise &« —h.Pokud f(x )= f(x,) vobou pFipadech, je nutné
krok A zkratit.

Déle, je tfeba nalézt bod x, takovy, Ze f(x,)> f(x,). Je mozné zkusit x, =x, +(x —x,).
Pokud f(x,)> f(x,) neplati, je moiné za x, zvolit pfedchozi x, a postup opakovat.

Algoritmus nize se ukonci, jestliZze jsou nalezeny body x, a x, takové, ze plati
f(x0)>f(x])af(x])<f(x2) (5)

nebo je |x] —xo| vétsi nez zadana hodnota d coz indikuje nedspésnost.

max

1. x «x,+h.Jestlize f(x)2f(x):
X, <—x,—h.
Jestlize f(x,)= f(x,), zvol men3i / a opakuj bod 1. Jestlize # je
prilis malé, ukonéi — neuspéch.

2. x, < x +(x —x,). Jestlize |x, — x,| > .., ukong&i — netspéch.

Jestlize podminka (5) je spInéna, ukonci—vrat body x, a x,.

V opacném pfipadé, x, < x, a pokracuj od bodu 2.

3 Iteracni zkraceni interval( nejistoty

Ve vymezenych intervalech [xk_],ka] se nachazi lokalni minimum, které je mozné najit

iteracnim zpUsobem. Zakladnim algoritmus vyuZiva techniku pUleni intervalu. Na rozdil od
metody puleni intervalu pro hledani kofene vsak pracuje s 5 body.

Oznaéme [x,,x,| vymezeny interval a x, =(x,+x,)/2, a pfedpoklddejme, Ze plati
f(x)>f(x,) a f(x,)<f(x,) jako vysledek pFedchoziho kroku. Algoritmus pileni
intervalu je nasledujici:

1. Vypotitej body x,,, =(x, +x,,)/2 a x,, =(x,, +x,)/2.

2. lJestlize f(x,,)<f(x,) proved x, « x, a x,, < x,,, (minimum leZiv

[xL,xM]).
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Jestlize f(x,,,)<f(x,),proved x, < x,, a x,, < x,,, (minimum leZi v
[xM,xH]).
Jinak, proved' x, < x,,, a x,, < X, (minimum lezi v [x,,,,x,,,]).

3. Jestlize |xH —xL| <&, kde & >0 je zvolené, ukondi vypocet — vrat

bod x,, .

V kazdém kroku je interval nejistoty redukovan na polovinu. Pro Sifku intervalu nejistoty na
konci plati &, =h,/2", kde k je pocet krokli a h, =x,, —x, je vychozi délka. JelikoZ &, <¢,

plati
k=log, (h,/€)+1] (6)

kde k:[[.]] oznacuje zaokrouhleni smérem k nule. Pro zkraceni intervalu nejistoty na

polovinu je tfeba vypocitat vidy jen 2 body x,,, a x,,, a jejich funkéni hodnoty, protoze

ostatni hodnoty je mozné vyuzit z predchoziho kroku. Celkem je tedy tfeba vypocitat zhruba
2log, (h, /&) hodnot.

Ukazuje se, Ze z hlediska poctu vypoctenych funkcnich hodnot metoda puleni intervalu neni
nejefektivnéjsi. Tzv. algoritmus zlatého fezu pracuje pouze se 4 body a v kazdém kroku
vypocitava pouze jednu novou hodnotu. Vtomto pripadé testovaci body nejsou stejné
vzdalené, ale v pribéhu vypoctu si vzdalenosti zachovavaji stejny pomér. Plati 4, =qh,,
kde

g=(V5-1)/2~0618 (7)

je tzv. kvocient zlatého rezu.

4 Zpresnéni vysledku interpolaci polynomem

Vzhledem k tomu, Ze z predchoziho kroku jsou zndmé hodnoty f(x) v nékolika bodech v

blizkém okoli minima, je mozné témito body interpolovat polynom, jehoz minimum je mozné
vypocitat analyticky. JestliZe je takto ziskan bod s mensi hodnotou, nahradi plivodni odhad.

Napf. v pfipadé metody pdleni intervalu jsou v poslednim kroku k dispozici 3 body x,, x,, a
x,, , kterymi je mozné prolozit polynom 2. fadu
f(x) =a,x’ +ax+a,. (8)

Jestlize a, >0, minimum odpovidd x=—q,/(2a,).
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Priklady
1. Profunkci f(x)=tg(x)+x":
a) najdéte vychozi interval nejistoty [xL,xH], ve kterém lezi minimum, uvnitf intervalu
[0,7[/2].

b) najdéte iteracné minimum metodou puleni intervalu tak, aby pro konecny interval
nejistoty platilo x,, —x, <107,
2. Pokuste se zpresnit FeSeni pfikladu 1 interpolaci kvadratickym polynomem body x,,x, a

x,, a vypoCtem minima analyticky (ovérte, jestli takto ziskany bod ma mensi hodnotu).

Vyuzijte Lagrangeovu nebo Newtonovu interpola¢ni metodu.
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